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ste estudiointroduce un nuevo algoritmo, basado

en un muestreo de Gibbs en dos pasos con un

método de filtrado prospectivo con muestreo re-
trospectivo (FPMR), que tiene como propdsito recupe-
rarladistribucién conjunta de observaciones faltantes
en un conjunto de datos de frecuencia mixta. El nue-
vo algoritmo atenua la mayoria de las restricciones
que usualmente aparecen en estudios previos, a sa-
ber: 7)norequiere que se observe almenos una serie
de tiempo cada periodo; 2) permite afiadir facilmente
restricciones lineales basadas en la representacion
de estados de los espacios del VAR; 3) no requiere
de series de tiempo regularmente espaciadas a bajas
frecuencias;y, 4) evitalos problemas de degeneracion
que surgen cuando los estados, o una combinacién
lineal de estados, sonrealmente observados. Asimis-
mo, el algoritmo es idéneo paraincorporarinformacion
de altafrecuencia entiempo real que permita mejorar
los prondsticosinmediatosy a futuro de series de tiem-
po de baja frecuencia. Evaluamos las propiedades
del algoritmo utilizando datos simulados. Por otra
parte, amanerade aplicaciones empiricas, simulamos
el PIB mensual de Brasil, comparamos los resultados
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con los del IBC-BR de Brasil, y recuperamos lo que serian las tasas
de desempleo histéricas de la PNAD-C antes de 2012.

Palabras clave: muestreo de Gibbs, filtrado prospectivo
con muestreo retrospectivo (FPMR), datos de frecuencia mixta, mé-
todos bayesianos, datos entiempo real, prondstico macroecondmi-
co, autorregresiones vectoriales, PNAD.
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uchas series de tiempo econdmicas de paises subdesarrolla-

dosyendesarrollo presentan problemas que impiden explorar

afondo su contenido informativo. Estos problemas comunes
generalmente sonresultado de: 1) su corta duracion; 2)la medicién
sélo estadisponible en bajas frecuencias, como trimestral o anual; 3)
la discontinuidad debido a cambios de una metodologia de medicién
aotra; 4)los problemas técnicos o de medicién que producen obser-
vaciones faltantes espaciadas aleatoriamente en series de tiempo;
y 5) el cambio de frecuencia, cuando la frecuencia de las observa-
ciones se modifica a lo largo del periodo de muestra, por ejemplo,
cuando la serie comienza siendo anual pero, después de un par de
anos, se convierte en trimestral.

La corta duracion es un problema comun que puede afectar
también alos paises desarrollados, sibien es mas frecuente en los
paises en desarrollo. En pocas palabras, el problema surge cuan-
do unaserie de tiempo deja de medirse o apenas se empezd a me-
dir recientemente. Es sencillo comprender las limitaciones de la
inferencia generadas por las series de tiempo de baja frecuencia
debido al reducido nimero de observaciones disponibles. El prob-
lema con la discontinuidad surge cuando se cambia el método
de medicién de una serie de tiempo sin actualizar el método para
las observaciones pasadas. En este caso, las propiedades de los
datos podrian verse significativamente afectadas debido al nuevo
método de medicién, de tal manera que las observaciones obtenidas
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a partir del método anterior y del nuevo deben considerarse como
dos series de tiempo diferentes.

Las observaciones faltantes espaciadas aleatoriamente pueden
presentarse ya sea por fallas en la medicion al recopilar y tratar da-
tos brutos, o al excluir deliberadamente aquellas observaciones
consideradas como valores atipicos o0 que no concuerdan con el
efecto de las hipotesis que uno desea mediry demostrar. Por ultimo,
las series con cambios de frecuencia podrian considerarse como
un caso especial de series con observaciones faltantes, excepto
que el espacio entre las observaciones se haya establecido a partir
de una eleccion discrecional. Por simplicidad, tratamos este caso
de lamismaformaen que tratamos las observaciones faltantes es-
paciadas aleatoriamente.' En el contexto del andlisis multivariado,
se produce una situacién problematica cuando una combinacion
delos problemas mencionados anteriormente produce lo que se con-
oce como conjuntos de datos de frecuencia mixta desigualmente
espaciados, enlos que, en un caso extremo, se muestran periodos
sin ninguna observacion disponible; es decir, todos los elementos
de la serie de tiempo podrian estar faltando en un momento dado.

En un marco de frecuencia mixta multivariado, las decisiones
habituales pueden ponerenriesgo la inferencia estadistica, lo cual
daria como resultado conclusiones erroneas. Por ejemplo, el analista
puede llenar los vacios en las series de tiempo con valores ad hoc,
es decir, enfoques mecanicos sin sustento estadistico formal, tales
comointerpolaciones u observaciones recortadas en periodos enlos
que una o mas series de tiempo presentan observaciones faltantes.
De manera alternativa, se podria considerar reducir la frecuencia
de las series de tiempo de todo el conjunto de datos para evitar at-
ender los problemas de frecuencia mixta. Sin embargo, recortar
los periodos y reducir las frecuencias puede provocar la pérdida
deinformacion relevante. De ahi que surjala necesidad de encontrar
formas de analizar simultaneamente todo el contenido informativo
disponible en el conjunto de datos de frecuencia mixta, evitando

' Ver Prado y West (2010, seccion 4.3.3) para conocer mas acerca
de las series con observaciones faltantes con espaciado discrecional.
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al mismo tiempo el uso de métodos ad hoc para llenar los vacios
de informacion.

En economia, la bibliografia ha evolucionado hacia el desarrollo
de muestreos bayesianos de Gibbs pararecuperartoda la distribu-
cion conjunta de las observaciones faltantes, en vez de identificar
valores unicos parallenarlos vacios. En este estudio, contribuimos
alabibliografia proponiendo una forma eficiente e intuitiva de recu-
perar dicha distribucidon conjunta mediante un muestreo de Gibbs
endos pasos, desarrollado en sumayoria a partir de importantes con-
tribuciones sobre el filtrado de frecuencia mixta hechas de manera
reciente por Schorfheide y Song (2015) y por Eraker et al. (2015), y,
en el campo de la estadistica, a partir del eficiente algoritmo descrito
en West (1996, 1997) y en West y Harrison (1997, Seccidon 15.3.2).

Caberesaltarelhecho de que enlainvestigacion estadisticase ha
considerado el problemade recuperartodala distribucién conjunta
de observaciones faltantes mucho antes de que lo hiciera la inves-
tigaciéon econdmica, con algoritmos eficientes que usan el muestreo
de Gibbs, como el creado por West y que se describe méas adelan-
te, desarrollados durante los noventa. Por tanto, el punto central
de este articulo es adaptary llevar algunos de los primeros avanc-
es en el campo de la estadistica a las aplicaciones en economia.
Dicho esto, en nuestra opinidn, el método propuesto por West (1996,
1997) es mas eficiente, sencillo e intuitivo que aquellos propuestos
por Schorfheide y Song (2015) y Eraker et al. (2015), aunque arroja
mas o menos los mismos resultados.

Aligual que Schorfheide y Song (2015) y Eraker et al. (2015), su-
ponemos que un analisis de vectores autorregresivos (VAR) con para-
metros desconocidos puede describir la dinamica de las series
de tiempo multivariadas sitodos sus valores faltantes fueron observa-
dos. Latarea del muestreo de Gibbs es recuperarladistribucién con-
juntadelos valoresfaltantesy los parametros desconocidos del VAR.
Aligual que en West (1996, 1997) y en West y Harrison (1997, sec-
cidn 15.3.2), nuestra estrategia para muestrearlas series de tiempo
es usar un enfoque de incremento de datos basado en Cartery Kohn
(1994) y en Friihwirth-Schnatter (1994). FrihwirthSchnatter (1994)
llama a este enfoque algoritmo de filtrado prospectivo con muestreo
retrospectivo (FPMR), utilizado también en Schorfheide y Song
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(2015). Este es un paso del muestreo de Gibbs, el cual toma para-
metros muestreados y una matriz de covarianzas de un paso anteri-
ordelmuestreo de Gibbs, basado en un VAR bayesiano con un prior
tipo Minnesota modificado (ver Doan etal., 1984, y Litterman, 1986,
para obtener mas informacién sobre el prior de Minnesota original).

En su forma general, el algoritmo FPMR es facil de llevar a cabo.
Sinembargo, se presenta un problema en modelos con componen-
tes autorregresivos (AR), 0 en cualquier otro modelo en el que los
vectores de estado consecutivo contengan componentes comunes.
Eneste caso, lo que enrealidad se observa son combinaciones lin-
eales de elementos del estado actual, y el algoritmo FPMR basico
sedegenera. En este punto, nos apartamos de Schorfheide y Song
(2015) al proponer un algoritmo disefiado para realizar el FPMR para
un caso VAR, evitando problemas de degeneracion. El algoritmo
se basa en el método de West para el muestreo eficiente de vecto-
res de estado en modelos AR, adaptado a nuestro caso VAR. Deigual
forma, diferimos de Schorfheide y Song (2015) al permitirirregulari-
dades en la frecuencia de las observaciones, generalizando la for-
ma de la matriz de seleccién presentada por los autores para series
de tiempo de frecuencia mixta regularmente espaciadas.

Eraker etal. (2015) también trabajan sobre series de tiempo de fre-
cuenciamixta desigualmente espaciadas, pero no aprovechan el uso
de una especificacién de espacio de estados, la cual permite restric-
cioneslineales adicionales enlarelacion entre las series de tiempo
observadasylasvariables latentes. Normalmente, manejar valores
faltantes en un marco de espacios de estados, como el que usa-
mos en nuestro paso de Gibbs para el muestreo de observaciones
faltantes condicional sobre el conjunto de parametros, es relati-
vamente facil (véase, por ejemplo, Prado y West, 2010, seccion
4.3.3, y Durbin y Koopman, 2012, seccién 4.10). El enfoque es lo
suficientemente flexible como para no necesitar que haya por lo
menos una serie de tiempo que sea observada en cada periodo.
De hecho, funciona incluso cuando no hay observaciones en peri-
odos especificos. Al incorporar este enfoque, también nos aparta-
mos de Schorfheide y Song (2012) y de Eraker et al. (2015), pues
estos requieren de al menos una serie de tiempo completamente
observada. Por lo tanto, nuestro enfoque aprovecha las mejores
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caracteristicas de los procedimientos tanto de Schorfheide y Song
(2015) como de Eraker et al. (2015).

Laflexibilidad que brinda el hecho de no necesitar que haya al me-
nos una serie de tiempo observada cada periodo resulta de suma
utilidad al realizar prondsticos (forecasts) y pronésticos retrospec-
tivos (backcasts), ya que el algoritmo sélo tiene que tomar en cuenta
estos ejercicios como una muestra ampliada parala que no hay nin-
guna observacion. En otras palabras, el algoritmo FPMR muestrea
los valores faltantes en ejercicios de prondstico y prondstico retro-
spectivo. Por lo tanto, nuestro enfoque es eficiente, intuitivo e ido-
neo para resolver los cuatro problemas comunes antes descritos:
lacortaduracion, las bajas frecuencias, ladiscontinuidad, las obser-
vaciones faltantes aleatoriamente espaciadasylas series de tiempo
multivariadas con periodos en los cuales no se cuenta con obser-
vaciones disponibles.

El algoritmo también es ideal para manejar informacion de alta
frecuenciaentiempo real con el propdsito de mejorar los prondsticos
inmediatos (nowcasts) y futuros de series de tiempo de frecuencia
mas baja. Un ejercicio empirico en la seccion 5 muestra la mejora
en los prondsticos inmediatos del PIB trimestral de Brasil a medida
que llega informacion de alta frecuencia en tiempo real y compara
los resultados con aquellos del IBC-BR de Brasil. El ejercicio también
resalta el papel que desempefa una configuracion adecuada de la
representacion del espacio de estados del modelo, a fin de establ-
ecer larelacion entre las observaciones mensuales y trimestrales.
En otro ejercicio, usamos el algoritmo para recuperar la distribucion
conjuntade lastasas de desempleo histéricas de la PNAD-C de Brasil
anteriores a 2012, utilizando informacion de otras encuestas como
laPNAD anualy la PME. Laimportancia de este ultimo ejercicio radi-
caenelhechode quelaPNAD-C es unanueva serie de tiempo men-
sual, cuyos valores so6lo han estado disponibles a partir de 2012.

El resto del articulo esta estructurado de la siguiente manera:
el modelo se describe en la seccion 2; el muestreo de Gibbs y la
informacién sobre como recuperar toda la distribucion conjunta
de las observaciones faltantes se describe en la seccion 3. La in-
formacién sobre el algoritmo FPMR eficiente y el VAR bayesiano
se describe en las secciones 3.1y 3.2. El desempefio de nuestro
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enfoque con conjuntos de datos simulados se prueba enla seccién
4. En la seccion 5, se muestran dos ejercicios empiricos basados
en la informacion del PIB y el desempleo en Brasil. Los ejercicios
empiricos exploran tanto la cuestion de la regularidad de la infor-
macién faltante como el uso de restricciones lineales en el modelo.
Por ultimo, en la seccidén 6, se hace un resumen de las conclusio-
nes del estudio.
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A El Modelo






sumimos la existencia de una muestra Y” z{yf”,..., y%”}

de tamafio T. En cada periodo, " es un vector (mf” x 1)

de variables enddgenas observadas, cuya dimensién mf”
cambia con el pasodeltiempo debido a lafrecuencia mixtairregu-
larmente espaciada. Esta definiciénde mf” no excluye la posibilidad
de que, en ciertos periodos, no haya observaciones disponibles,
es decir, m” =0.

En este contexto, definimos primero y, como un vector (mx1)
de variables endégenas deinterés, cuya dimensién m > m?” (m >m?,
Si mfb = o) esinvariante en el tiempo. Nétese que es posible que el
conjunto de variables enddgenas de interés pudiera no ser di-
rectamente observado en lo absoluto en la muestra. Por ejemplo,
3" podria incluir promedios méviles de y,, los cuales son trans-
formaciones afines de y, y sus valores rezagados. En este caso,
3 nisiquiera es un subconjuntode y,. Larelaciénentre 5 y y,
se aborda formalmente en la seccién 3.1.

Nuestro objetivo es entonces inferirla distribucion conjunta de la
secuencia Y =[y;,...,y; ]' (T xm) devariablesendégenasdeinterés.
Para realizar esta tarea, se asume que la dindmica de y, puede
representarse por un VARmM(q):

_ iid
n Y =@+ Dy + DX, +e, g ~N(0,%,),

donde x,, es una matriz de variables deterministas (m, x1), tales
comolaconstante, latendenciay las variablesficticias estacionales,
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®, esunamatrizde coeficientes (mxm) para Ee{l,...,q}, ®, esuna
matriz de coeficientes (mxm,),y X, es unamatriz de covarianzas
definida positiva (mxm).Cada ecuaciéntiene k=mgq+m, regreso-
res, el VAR tiene coeficientes mk, y todo el sistema tiene parame-

tros mk +m>.

3o =[--

ymt ]'

vey]

— ’

Por conveniencia analitica, cada parte del muestreo de Gibbs,
descrito en la seccidn 3, considera diferentes formas comparneras
al tratar con el sistema lineal. Se brinda mas informacion de ello

en las secciones 3.1y 3.2.
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EEY Muestreo de Gibbs






staseccidndescribe los pasos de unalgoritmo de Gibbs para ex-
traerunamuestra detamafo S, dado el conjunto de informacion
descrito por Y*, de ladistribucion conjunta de (Y,d) | Y””). Cada
paso del muestreo consiste en dos partes; 1) extractos de muestra
de Y de la distribuciéon condicional de (Y | Y"”,d)), mediante el filtro
de Kalman y una forma modificada del algoritmo de filtrado pros-
pectivo con muestreo retrospectivo (FPMR), tal como se describe
enlaseccion 3.1; y 2) extractos de muestrade ® de ladistribucién
condicional de ((D|Y"”,Y), mediante un VAR bayesiano, tal como

se describe enla seccién 3.2
El muestreo se inicia, en la parte 1) del paso 0, estableciendo

@, , paraimplicar una dinamica de paseo aleatorio a Y, es decir,

D, :%I(Wm), para (e{l,....q}, y ®,=0. Elalgoritmo FPMR de la par-

te 1)suavizalatrayectoriade Y, de (Y|Y"”,<Dim—z) parausarlaenla
parte 2), donde un VAR bayesiano genera el conjunto de parametros
iniciales @, de (cD | Y"b,YO), aunenelpaso0.Delpasos=7Tas=S,
el algoritmo de Gibbs evoluciona de la manera habitual; 1) extrae
Y, de (Y|Y”, @) y2)extrae @ de (®|Y".Y,).

3.1 El modelo lineal dinamico

A continuacion, caracterizamos el sistema VAR,(q) 1 como un mode-
lolineal dinamico (MLD), aligual que en Schorfheide y Song (2015),
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y describe la actualizacidén secuencial, es decir, ecuaciones defiltro
de Kalman (1960).2 Una forma compafera del sistema VAR,(qg) es:

Ecuaci n
, deobservaci n
ol p— . j—
E i = Fz; F=MA,
Ecuaci n
detransici n ind
= Giyato; o~ N(GQxct,Qe)

donde 5 es un vector (mfb ><l) de variables endégenas ob-
servadas, cuya dimensién m” cambia debido a observaciones
de frecuencia mixtaoirregularmente espaciadas, M, y A, songen-
eralizaciones de lo que se hizo en Schorfheide y Song (2015),
es decir, M, es una matriz de seleccion (mf” xm) y A, esuna ma-
triz de transformacion (m X m<7) ,8 til cuando la variable observada
es una transformacion afin conocida de los estados (por ejemplo,

promedios méviles de tres meses o cualquier otra combinacién lin-
’
eal), z, z[yt’,...,yt’,,?ﬂ} es unvector de estados (mg x1), G, esuna

matriz de coeficientes (mg>myg) para variables endogenas, G,
es una matriz de coeficientes para variables endégenas (mg xm, ),
y Q, esunamatrizde covarianzas semidefinida positiva (mg xm{ ) :

2 Excelentes referencias sobre modelos lineales dinamicos (MLD)
e interferencia mediante el filtro de Kalman son Hamilton (1994),
Prado y West (2010) y West y Harrison (1997). Para obtener mas in-
formacion sobre las aplicaciones MLD en modelos macroecondmicos,
ver Basdevant (2003).

8 Enestesentido, A, sedebe disefiarcon cuidado para evitar problemas
de solapamiento cuando sélo observamos promedios, o cualquier
otra combinacidn lineal, de variables latentes de interés. Por ejem-
plo, supdngase que observamos tres series de tiempo trimestrales
¥, =590, 95.], que en realidad agregan o promedian las variables
mensuales latentes durante cada trimestre, como el PIB sectorial.
En este caso, hay un conjunto infinito de posibles series de tiempo
mensuales del PIB sectorial que son congruentes con las variables
observadas. Esos conjuntos incluyen series de tiempo mensuales
convariaciones extremada e irracionalmente marcadas. En este caso,
el algoritmo no convergera hacia una distribucion estacionaria unica.
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o, D (- (o) D
I1 O2 8_1 0‘7 0 L 2 0 0
mxm, 0 0 0
Gl = O I 0 O GQ = OmeC Qg = . .
0 : : i
o 0 -~ 0
i 0 0 1 0 ] Om xm,

Nétese que g no necesariamente coincide con g, el nimero
derezagosen el VAR, (q)que describe ladinamica de y,. Porejemplo,
supodngase que y;’b representa los promedios trimestrales (cj = 3)
de valores mensuales no observados de vy, , cuya dindmica se de-
scribe mediante un VAR con cuatro rezagos (¢ =4). Por otra parte,
sila dinamica se describe mejor con un VAR,(1), surge un problema
similar. Tales casos se abordan con facilidad de la siguiente mane-

ra: 1)si g <q, defina §=4 yamplie A, con matrices cero, es deci,
A, :[Az,omxm(q_?)] ; 2)si §>q , considere matrices cero adiciona-
les ®; =0,,,, para (e{g+1...7}.

En este contexto, M, es una matriz de seleccion variable en el
tiempo en la que el numero de filas se ajusta para coincidir con el
numero de observaciones ausentes en cada periodo. Desde esta
perspectiva, partiendo de una matriz de identidad M de tamafo
(mxm), M, se define en cada periodo eliminando las filas m —m;"
de M, las cuales corresponden alas variables no observadas del vec-
tor .

SeaD, = {DH,yfb} que denota el conjunto de informacion en cada
periodo t. Sino hay valores observados en el periodo t, es decir, yf”
es un vector vacio, entonces M, es una matrizvaciay D, =D, .,

Considérese que la siguiente densidad de probabilidad gaussi-
ana prior inicial para z, es (z0|’DO)~ N(uy,Cy)- Porlotanto, las ec-
uaciones del filtro de Kalman (FK) son:

4 Se puede hallar un analisis méas profundo sobre modelos con datos
faltantes y desigualmente espaciados en, por ejemplo, Prado y West
(2010, seccidn 4.3.3) y Durbin y Koopman (2012, seccién 4.10).
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a) Densidad a priori para z, , con informacién hasta el periodo

(t-1):

(z[ D ) - N(“t,Rt)

a, =Gyt +Goxys Ry =GICL G+ Q,
b) Prondstico en un paso de y;”’ con informacion hasta el pe-
riodo (¢—1):

(ytOb D, ) - N(ftQt)

fi=Fa; Q,=FRF

¢) Densidad a posteriori para z, con informacion hasta el pe-
riodo t:

(%|D,)~ N(u,.C,).

Sihay observaciones en el periodo t:

’ ob -1
w=a,+Avy; G =R -AQ A v =y —f; A =RFOQ, .

De lo contrario:

D, =D, y; (Zzlpz)z(zzlpz—l); w=a; C =R,

Nuestra estrategia para completar la serie con observaciones
de frecuencia mixta o irregularmente espaciadas es usar un en-
foque de incremento de datos basado en Cartery Kohn (1994) y en
FrihwirthSchnatter (1994) para muestrear secuencias comple-
tas de variables de estado. De igual modo, seguimos a Fruhwirth-
Schnatter (1994) al denominar este enfoque un algoritmo de FPMR.
Sea Z;=[z,2p,...% | que denota la secuencia completa
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de vectores de estado. La naturaleza del algoritmo FPMR proviene
del analisis de la estructura de Markov sobre la ecuacion de evolu-
cion de cualquier MLD, la cual nos permite escribir

Pr(Z;|Dy)=Pr(z|2.Dy)...Pr(z|2,1.D, ). Pr(z; |z, Dy ) Pr(z; [Py ).

La comprobacién se muestra en el anexo.

Por lo tanto, el algoritmo FPMR consiste en muestrear z; a partir
de Pr(z;[Dy ), ymuestrearsecuencialmente z, apartirde Pr(z|z,,.D, )
mediante ecuaciones directamente derivadas del filtro de Kalman.

Enunarticulo reciente, similar al nuestro, Schorfheide y Song (2015)
también utilizan el enfoque de incremento de datos basado en Carter
y Kohn (1994). Nos apartamos de Schorfheide y Song (2015) al per-
mitir irregularidades en la frecuencia de las observaciones, en vez
de sencillas series de tiempo regularmente espaciadas de frecuen-
ciamixta. Estaampliacion, realizadatambién en Eraker et al. (2015),
se obtiene al generalizarlaformade lamatriz M, . Eraker etal. (2015),
por otrolado, no aprovechan el uso de una especificacion de espacio
de estados, la cual permite restricciones lineales adicionales en la
relacion entre observablesy estados, representada por la matriz A..
Por lo tanto, nuestro enfoque aprovecha las mejores caracteristicas
de ambos procedimientos.

Diferimos, asimismo, de Schorfheide y Song (2015) y de Eraker
etal. (2015), ya que no necesitamos que exista por lo menos una se-
rie cuyos valores sean observados en todos los periodos. En este
sentido, nuestro enfoque esidoneo paralos siguientes casos: 7)con-
juntos de datos de paises en los que las series sean relativamente
cortas; 2) series nuevas o series cuyo método de medicién cambie
sin aplicarlo a periodos previos.

En su forma general, el algoritmo FPMR es bastante facil de im-
plementar y requiere de una matriz inversa R,, es decir, la matriz
de covarianzas de (zt ID,_, ).5 Sin embargo, se presenta un problema

5 Enefecto, porcadate {(T—l),(T—Q),...,l} y después de haber muestrea-
do z,,,, obtendriamos la distribucion condicional (z,|z.,,.D; )~ N (h, H,),

’ — rp-1
donde /= pu, +B, (Zz+1 _az+1)v H=C,-BR, B y B =CGR..
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en modelos con componentes AR, o en cualquier otro modelo en el
que los vectores de estados consecutivos contengan componen-
tes comunes. En este caso, lo que realmente se observa son las
combinaciones lineales de elementes del estado actual. Este hecho
implica que habra muchas instancias en las que R, sea singular,
por lo que el algoritmo basico FPMR se degenerara.

Por lo tanto, también diferimos de dichos autores al proponer
un algoritmo disefiado para realizar un FPMR para un caso VAR, evi-
tando problemas de degeneracioén. Este se basa en West (1996,
1997) y en Westy Harrison (1997, seccién 15.3.2) sobre el muestreo
eficiente de vectores de estados en modelos AR. Adaptamos el en-
foque de West a nuestro caso VAR, el cual se detalla mas adelante.

3.1.1 Algoritmo FPMR adaptado

Laidea detras del enfoque de West tiene su origen en la estructura
representada enla ecuacion 3. Nétese que, dado un vector previa-
mente muestreado z,,, , el procedimiento de muestreo retrospec-
tivo implica que sdlo hay un elemento del vector z, que aun tiene
que muestrearse: el vector (mx1), y,_,., - Todo loque debemos hacer
es muestrear valores de la distribucion condicional de (ytﬁﬂ |21, D, )
y completar el vector z, mediante los elementos correspondientes
del vector z,,,. Elcasoenque g =1, el cual no encaja en la estruc-
turarepresentada, puede resolverse con facilidad imponiendo 7 =2

y definiendo @, =0y, -
Zt,+1: [%’+1, yt,’ yt,—l’ " y;—7+2]
3] O
2= o o o digee yt,—q+1:|

Adaptarla modificacion de Westdel algoritmo FPMR para muestrear

’

z, es sencillo en nuestro caso. Primero, sea z, E[yt,...,yt_(mJ
que denota el vector (m(g —1)x1) yamuestreado de los elementos
comunes de z,, Y z, es decir, separamos ambos vectores como
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24 :[yt’+1,2;]' Yz :[z;,y,’_w ]'. Eneste contexto, sea z;, quedenote
cada elemento singular de %, para je{l,...,m(q—l)} .

Por simplicidad analitica, considérese el subvector

’ ! . .

—| 5 ’ =~ _ |~ ~
3 =|:Zj:m(§fl),t’yt—q7+1:| donde Z1jo =[zj1,t’...zj2,tJ para Jjo> h
Y Zj1.;0, = vacio para j, < ji, s asi como las siguientes particiones

para j<i:

b 2| =
=17 M T
J 3j+1,t I

210D ) Cjin= Var(?’i,t |Z1:(]>1),t D, )
4D )

21:(].71),,,1)[). Las particiones implican que z;,,

donde i EE(;,U

O Lo B
Hi =E(Zj,t Zl:(j,l),”D ), Oy =Var(z]-’t

y ZJ',N = Cov(ﬁi,t,zj,t
fij, y &3, sonescalares.
Los siguientes pasos describen la estrategia de muestreo:

1) Muestree un valorde z; apartirde (z;|Dy)~N(up,Cr);

2) Por cada te{(T—l),(T—?),...,l} , muestree secuen-
cialmente los valores de la distribucién condicional
de (yt_q+1|zt+1,Dt) y complete el vector z, mediante los ele-
mentos relevantes del vector z,_, . Esto se logra al obte-
ner las distribuciones de (ym |it’y;_q+1,D;) y (yt_q+1|zt,D[).
Notese también, como se muestra en el anexo,

Z > Yi—g+1 D, )Pr (yt—qﬂ |£t D, )

que Pr(yt—q+1 |Zt+1’Dt) oc Pr()’Hl

® Notese que e =% Y dmG-1)+1).e = i—g+1 -
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Dado que ztz[z;,y;_q+l]', la primera opcién para recu-
perar Pr(yt,?+1|it,Dt) seria utilizar la distribucion del FK
(%|D,)~ N(n,.C,) para obtener directamente la distribucion
condicional de (yt,,j+1 3 ,Dt). Sin embargo, este método im-

plicainvertir Var(z} |Dt), el cual suele ser singular.” Porlo tan-
to, con base en elmétodo de West, obtenemos eficientemente
ladistribucién condicional (y,_‘7+1 |Zt,Dt) al condicionarde ma-

nerasecuencial cadaelementoescalar z;, de z, reduciendo
ladimensidn de ladistribucién por uno en cada etapa. Los pa-
sos se describen a continuacion:

a) Dadoque 3,, =z ,noteseque py;, =x, y Gy, =C,.

b) Para je{l,...,m(q—l)}, calcule la distribucién
de (3(]'+1),z |lej,t’Dt ) 8

(300 i 22 )= N By e Gy e )

~ ~ . =9
Mj et =g Zjj1a (Zj,t _:uj,t)’ st 05, ao

— o
Hj) (e = 7 ’

. ~2
Hj 1 S1 Gy, =0

7

Las mismasrazones porlas que R, eventualmente es singular podrian
causar que Var (%|D,) también lo sea.

& Si 6;2-,[ =0, entonces X, ;,,, =0y Z;,=fi;,. Eneste caso, el valor limite

36

de 1z ., (2.~ 14) y—L-%, 1.2, es ceroen ambos casos.
G]-’[ Gj,t

Para fines de codificacion, aun podria haber alguna inestabilidad
numérica en casos en los que oN'N es positivo, si bien muy poca.
En este caso, la restriccion 6?’[ >( podria convertirse en algo como,
porejemplo, c}it >Toler-fi;,, donde Toleres unparametrodetolerancia

relativa.
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1 :
Cj,j+1,l ) Zj,j+l,l gLt
. . = O-]',t
]+1),(]+1),t

Cj,j+1,t

¢) Dadoque Sm(g-1)e1)e = yt_q—ﬂ,(yt_q—ﬂ |Zt,Dt) se distribuye como

(yt—?ﬂ |2t’Dt ) - N(ﬁt—q+1’ct—q+1 ): donde

si 67,00
“

. ~2
si 65,=0

fpga= Hn(g-1)+1), (m(7-1)41),0°

Crgn = C(m(?*l)“)*(’”(?’l)*l)’t.

3) Basandose en el vector ya muestreado Z,,, y el vector exo-
geno x,,, , calcule el residuo parcial

€1 = Vw1 — ((Dlyt oA Oy g0+ P Xy )

Nétese que Pr(EH1

2 Yi-g41 ,D, ) = Pr(ym %, Yi—g41 ,D, ) , cuyadistri-
bucidn condicional es (ym |Zt,yt,q+1,Dt ) ~ N(d)iyt,w,Ze ) .
4) Considérese
que Pr(yl,qﬂ 21,7, ) o« Pr()’m 2 Yi-g+1. D, )Pr()’z—qﬂ 2. D, )
, tal como se muestra en el anexo. Si C,_z,, no es singular,
todo lo que debemos hacer es muestrear y,_,,; a partirde

n (yt—q+1 |Zt+1 D, ) - N(#ty—qﬂ ’Cty—qﬂ )

donde

-1
y _ ry-1 ~ -1 ry-1~ ~ -1
fut{qﬂ =((que 5 +(Ct—q+1) ) (q)qze €41 +(Ct—q+1) ﬂt—g+1)7

-1
) 1 -1 ~ -1
Cl)quflE(CD?Ee ®; +(Crgn) j :
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Hasta este punto, hemos observado fielmente las recomen-
daciones de West. Sin embargo, podria haber un problema
al muestrear (y, q+1|zt+1, ) basandonos en el ultimo resultado,
es decir, podria haber casos en los que Ct_,7+1 sea unico. En este
caso, proponemos un procedimiento similar al que se realiz6
en 2.b. Nuestra recomendacion es muestrear de manera secuen-
cial cada elemento escalar y;, ., de y_., para je{l...m},

con lo cual se reduce la dimensién de la distribucion (3, ;,[%.D, )
por uno en cada etapa. Para tal efecto, considérense los subvec-
tores 5;,; = Yimi—gr1 Y &N =Ygl > la distribuciéon condicional
Pr(y] t 2 Vg1 D, )Pr(ﬁj,t
i1 =Yju-¢+1 €8 Unanotacion simplificadora, asi como las siguien-
tes divisiones:

-1y 2241, D, )oc Pr(EHl Y(j-1) ,2,,D, ), donde

v yj,z—qul v _ uj,z—qul 4 _
Yje =| % s He=l s Cesly—
Y1) Hjjee

donde las medias son ﬁj,i,tEE()v’z,tU(i_]),Zt,Dt)

Y Hjign= (yjly( )zl,D), mientras que las varian-

v2 _ ~
zas son oy =Var(yj,t

y(j—])’it’Dt )

Y1) ,). Las particiones implican que Vji-q+1>

y(j—1)75t7Dz)v Cis EVW()’Vi,r

yz;zz —Cov(yuvy;z
Hjige1 Y 6]-,[ son escalares. Por lo tanto, siga los pasos descritos

a continuacion:

a) Dado que yi; = )41, NOtese que ty, =M 7.1 Y Cpp, = 171

b) Por cada je{l...,m}, considere el j-ésimo vector (mx1),

@, en la particion @ E[CI)L?,...,CD d)md, y muestree

]"q,. ey
Vjt-g+1 @ partir de:®

® Para fines de codificacién, ain podria haber alguna inestabilidad

L. v2 . -
numérica en casos en los que 0, es positivo, si bien muy poca.
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s SRV
(yj,t—qﬂ y(‘j—l)’ZHl’Dl) - N(:u},t—q+1’(0;,l) j

-1
’ -1~ v 2
D%, 6 +(Gj,t) Hji—g+1

.V 9
, sio0j,>0

Hgn =) 09,50, +(52 )_1
1 Jqee g Jit
s
Hji—q1 si 65,=0
1 L
0 —» sl 0'?’, >0
vy . " -1 o ( V2_ )
(Gj,t) =1 Qg2 Pjg (o5
. ovo
0, si o7, =0
donde
. 1. Ly
5 Mjjet 75 Zj,j+l,t(yj,t—j+l +:uj,t—q+l)’ S1 Gy, >0
B i) (jat)e = T
G+ (41 »
v .ovo
Hj e si. o5, =0
. 1 . ., e
. Ciing——5Zj s S1 65,>0
— O
Clienione = i
v .9
Cj iy si 65,=0

5) Elvector muestreado z;se obtiene al concatenar

’
oz
B % —[Zt»yt—q+1] .

Suavizado. Porlo que respecta ala distribucion suavizada, su re-
cuperacién también esta eventualmente sujeta a lainversién de la

matriz de covarianzas R, cuando se emplea el método estandar.

Sinembargo, proponemos modificar el algoritmo FPMR para obtener
la distribucion, conlo cual se evitara lo anterior. En el sentido del al-
goritmo, desde t=(7-1) hasta t=1, mantenemos las medias y las

En este caso, la restriccion ongt > (0 podria convertirse en algo como,
por ejemplo, c}jt >Toler- u;, ..., donde Toler es un parametro de to-
lerancia relativa.

Muestreo de Gibbs



varianzas, en vez de muestrearlos estados, y ajustamos los vectores
y matrices en consecuencia. Al final, habremos recuperado la distribu-
ciénsuavizada. Notese que el procedimiento no es o mismo que man-
tenerlasmediasylasvarianzasen ¢t =t alemplearelalgoritmo FPMR
paramuestrearlos estadosen ¢ =7 +1, pueslas matrices y los vecto-
res auxiliares no seran los mismos.

Prondsticos, prondsticos retrospectivos y prondsticos inmediatos.
Al realizar prondsticos y prondsticos retrospectivos, todo lo que el al-
goritmo debe hacer es considerar la muestra ampliada para la cual
no hay ninguna observacion. Por lo tanto, el algoritmo FPMR tam-
bién muestreara los valores faltantes en los ejercicios de prondstico
y prondstico retrospectivo. El Unico requisito es que el paso del VAR,
descritoenlaseccion 3.2, s6lo debe considerar el periodo de muestra
realmente disponible al muestrear parametros condicionados sobre
los valores observables y faltantes.

No se necesita poner atencion adicional enlos ejercicios de prondsti-
coinmediato, ya que la definicién de esta requiere que haya al menos
unvalor observado. Porlotanto, los prondsticos inmediatos se llevan
acabo en el periodo de muestra realmente disponible.

3.2 VAR bayesiano

De acuerdo con Canova (2007, cap. 10), el sistema lineal puede re-
presentarse en dos formas companeras. La primera se define de la
siguiente manera:

6 | Y=XO+&,

dondeY =[y,....,y, | esunamatrizdevariables(7 xm), ® = [(Dl,. ) .,cbq,&)‘]
denota una matrizde coeficientes (kxm), X =[x,,...,x; | s unamatriz
deregresores (T'xk), x, = [yt'_l VAN J es unvector de regresores

(kx 1),y € =[e,,....er] esunamatriz de términos de error (T'xm)."

© Noétese que la ecuacidon VAR para un periodo t es y, =®'x, +e,.

40  S.Lago, A. Marsiglia



Notese que cada columnade Y, ® ,y £ corresponde a ecuaciones
que describen la dinamica de una secuencia variable unica {y,,}
para ie {1,...,m} :

-1 7 Imi-1 7 Mg 7 Iml—g| %l T Xem1
X=| -1 7 Ima-1 7 Ma—q 7 Imp—g [ Xt T cmt |
yl,T—l T ym,T—l T yl,T—q T ym,T—q AT T xc,mLT

15 TS B S T A |

hr Tl InT

Sl

clm, " q)c;im[ tte CI)c;mm[

Alaplicar el operador vec(-) en ambos lados de la ecuacion 6, ob-
tenemos la segunda forma compariera:"

" Ver el anexo para algunos resultados sobre el algebra matricial y el
operador vec(:).

Muestreo de Gibbs 41



y=X¢+sg,

donde y =vec(Y) es unvector de variables endégenas (Tmx1),
x=(1,, ®X) esunvectorderegresores (Tmxkm), ¢ =vec(®) esun
vector de coeficientes (kmx1),y & =vec(€ ) es unamatriz de térmi-
nos de errores (Tmx1).

Dados elmodeloy un mapeo adecuado entre el conjunto de vari-
ables observables (Y””) y variables enddgenas (Y) proporcionadas
anteriormente, las siguientes secciones describen el procedimiento
paraobtenerladistribucion conjuntade (Y,tl) Y"b) mediante una sim-
ulacién de Monte Carlo.

3.2.1 Cémo calcular la funcion de verosimilitud
Suponiendoque & ~ Ny, (0,Z, ), para £, =(Z, ® 1), lafunciénde ve-
rosimilitud es

B! ,
p(ylg.2. ) =2z, [ 2 exp[—%(y—xdﬂ = (y—xqﬂ-

Sean ¢, y £, que denotan el estimador de maxima verosimili-
tud de ¢ y sumatriz de covarianzas:

bt = (1, O(XX) X )y: T, z(ze ®(xx)").

Usando las definicionesde xy X, notese que lafuncion de vero-
similitud puede escribirse' de la siguiente manera:

T—k—-m—1)+m+1

_Tm  (Toh=m-d)tm+l _
8 p(yle.z,) =22 2 [z, 2 exp(—%tr(sze‘l ))
_k 1 A
X|Ee| 2 exp(_§(¢ _¢ml ) Eml (¢ _¢m1 ))7
donde

a O, =(XX)'XY; A, =(Y-XO,,) (Y-X,,)

2 Ver el anexo para mas detalles.
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3.2.2 Distribuciones conjuntas a priori'y a posteriori
Dadalaformade lafuncion de verosimilitud, consideramos que una
distribucion conjunta a priori natural conjugada para (¢,%,) esuna
generalizacién de lo que Gelman et al. (2003) llaman la distribu-
cion normal Wishart inversa. De manera que la distribuciéon con-
junta a priori se especifica de acuerdo con la siguiente estructura
jerarquica:

EZNWJ1(507A51)§ (¢|26)~Nkm(¢0’20); ZOEGLO(Ze@ik)y

donde §,>(m+1) son los grados de libertad de la distribucion
de Wishartinversa (que puede entenderse como el tamafio de mues-
tra a prioride X,), EX, =A,/(8,-m—1) es la estimacion a priori
para ¥,, o, esunparametro de escala para la distribucién condi-
cional normal (que puede entenderse como el tamafio de muestra
aprioride ¢ ), ¢, eslaestimacionaprioripara ¢ , e fk es unamatriz
diagonal (kxk) cuyos términos diagonales satisfacen 4 (0, 1]
para £ €{l,....k}.

Notese que la matrizde identidad I, esun caso especificode I,.
Ademas, esta definicion permite el uso de un prior tipo Minnesota
(ver, por ejemplo, Doan et al. 1984, y Litterman, 1986, para obtener
mas informacion sobre el prior de Minnesota original).

Esto implica que la FDP (funcion de densidad de probabilidad)
conjunta a priori p(¢.%,)=p(Ze)p(4|Z,) es proporcional a:

(89 +m+1)

B s o)
x|27r20|7% exp[—%((p_% )’ 261 (6o )}

Por lo tanto, la FDP conjunta a posteriori p(¢,ze|y)ocp(¢,ze)
p(y]#.Z, ) es proporcional a:*®

3 Los detalles se muestran en el anexo.
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(8 +T+m+1) 1 _
m p(¢,22|y)oc|22| 2 exp{—§tr[(/\0 + A+ Ay )z;l]}

cforz, | 2 exp{—%(qs—% ) =7 (¢—¢T)},

donde

7 =(z5! +2;}1):(2;1 ® (o, 1;" +X’X)>

¢ =Xy (251% +Z Bl )
@, =vec (¢T )
= (ool + x’x)f1 (o0li " )y + (oL, + x'x)f1 (X'X)®D,,
Ap =0 (o1, )@y + By (X'X) D,y (I + XX ) Dy

Esto significa que la distribucién conjunta a posterioride (¢,ze |y)
se especifica de acuerdo con la siguiente estructura jerarquica:

)2 Roan) ) G

ze,Y) - Nkm (¢T’2T )

3.2.3 Como especificar la distribucion conjunta a priori

Porlo que respecta a la distribucidn conjunta a priori, proponemos
la siguiente variante del prior de Minnesota:

lsil=lei=j _
m (D(M;ij: CDOC :Omxm

0 de lo contrario’

R (decaimiento arm m'co) o
7 ) si 1<R<(k-m,)
R8T gR (decaimiento geom m'co) ’

1 de lo contrario
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dondeﬁzint(%)ﬂ, a>0, Refl. k), (el g} iell...m},

je{l...om}, y m, e{l,...,m}, ydenuevo k=mq+m,.

Por congruencia, suponemos que EX, =X, donde
A = A
Ex,=—" _y5 =_"s__ Estesupuestoimplicaque
6y —m—1) -
13| Ay =S -m-1g

(T-1)

Un prior difuso, de ser esa la eleccidn, requiere bajos niveles
para 6, >(m+1) y o, >0. Enelcasolimitante 6, > (m+1) y 6y -0
la distribucidn a posterioriimplicalos estimadores de maximavero-
similitud ;"

(Z,ly)-w,! (m+1+T,(1_\S )*1)  (8[%,.5) ~ N, (¢ml,2;}1) parael cual
A _ _
Sh=ET = T =(2e@XX)) g=(1,0(X%) Xy,

y A, =(Y-X®,,) (Y-XD,,).

“Si 6,=0 y &,=(m+1), concluimos que @, =@, (0 ¢;=¢.),
AT :AO 2261 :0’ y Z'l‘ :Zml'
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Jmwam Propiedades del
VAR de frecuencia
mixta: simulaciones






Imarco mas comun para el calculo de frecuencia mixta es cuan-

do el investigador dispone de un conjunto de informacion

con informacion regularmente espaciada en un panel com-
pleto. Amanera de ejemplo, uno podria estarinteresado en estimar
un modelo con inflacién y tasas de interés (medidas por lo general
con frecuencia mensual) y el producto (de las cuentas nacionales
con frecuencia trimestral). En lugar de agregar informacion sobre
lainflaciony las tasas deinterés confrecuenciatrimestral, para hacer
coincidir los datos del producto, nuestro marco permite el calculo
conjunto del modelo.

Para el primer ejercicio, supongase que el conjunto de datos tiene
cuatro series de tiempo que abarcan una muestra T de 200 perio-
dos con frecuenciamensual. En este ejercicio, las series artificiales
N <4 tendranvacios igualmente distribuidos alo largo de las series
de tiempo (N cambiara con las simulaciones). Las estimaciones
de las observaciones faltantes se obtendran con el modelo de VAR
y se compararan con los valores verdaderos del conjunto de datos
artificial simulado inicialmente. Las series de tiempo para el ejer-
cicio se simulan a partir del siguiente VAR con frecuencia mensual:

Y, =AY, +Se,,

donde

0.900 0.010 -0.020 0.050
0.000 0.900 -0.113 -0.010
0.000 0.195 0.800 0.000
-0.269 0.000 0.000 0.700
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0.01 0.00 0.00 0.00
0.00 0.01 0.00 0.00
~10.00 0.00 0.01 0.00
0.00 0.00 0.00 0.01

Los valores delamatriz A fueron elegidos para asegurarlamisma
variacion a largo plazo para cada variable observada en el vector
Y., dada la falta de correlacién condicional contemporanea propor-
cionada por la matriz S.

Se analizaron valores alternativos para la matriz S, imponiendo
alguna correlacion entodas las variables observadas. Los resulta-
dos fueron cualitativamente similares.

El cuadro 1 muestra la mediana de la raiz del error cuadratico
medio (RECM) en 1,000 series de tiempo simuladas, medidas como
una proporcién de la desviacion estandar no condicional de las se-
ries en el VAR verdadero. Cada linea muestra un total de seis sim-
ulaciones. Primero, cada grupo de dos columnas calcula la RECM
utilizando la media, mediana y moda de las simulaciones en el
muestreo de Gibbs como el prondstico parala observacion faltante.
Para cada grupo de columnas, dos simulaciones intentan escla-
recer la incertidumbre de la estimacion de parametros en el VAR al
simularlas observaciones faltantes: las columnas marcadas como
Valores verdaderos reportan la RECM del VAR estimado frente a los
valores reales de las observaciones faltantes; las columnas marca-
das como VAR verdadero usan los valores verdaderos de los para-
metros que describen el VAR para simular la observacién faltante.
Elcuadro 1también divide el andlisis en funcion delniumero de series
de tiempo observadas con valores faltantes en el VAR (N) y la fre-
cuenciade las observaciones faltantes (Q, Sy Y correspondenala
informacion en cada trimestre, semestre y aho, respectivamente),
mientras que se mantiene fijo el tamafo de la muestra, T=200.

Elcuadro 1 muestratres resultados interesantes. Primero, como
se esperaba, la RECM de las series de tiempo simuladas del VAR
de frecuencia mixta depende de la frecuencia de las observa-
ciones faltantes. Para todos los ejercicios que se muestran en el
cuadro, al cambiar la frecuencia de lainformacion faltante de datos
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Cuadro 1
MEDIANA DE LA RECM Y SIMULACION DE VALORES FALTANTES

RECM-media RECM-mediana RECM-moda
Valores VAR Valores VAR Valores VAR
verdaderos verdadero verdaderos verdadero verdaderos verdadero

T=200; N=1

0.4181 0.1074 0.4182 0.1068 0.4531 0.2073

0.6592 0.4186 0.6572 0.4137 0.7966 0.6155

0.9520 0.7655 0.9461 0.7592 1.1432 0.9899
T=200; N=2

0.4143 0.0976 0.4143 0.0972 0.4414 0.1813

0.6706 0.4357 0.6634 0.4264 0.8381 0.6622

1.1254 0.9445 1.0264 0.8336 1.8651 1.7677
T=200; N=3

0.4301 0.0912 0.4293 0.0904 0.4555 0.1718

0.6677 0.3866 0.6630 0.3788 0.8505 0.6517

1.6257 1.4690 1.1518 0.9336 6.6475 6.6008

trimestrales a anuales, se incrementdé la RECM de las simulacio-
nes, sin tomar en cuenta la estadistica que resume el prondstico
devaloresfaltantes. Apesarde un gran aumento en la RECM al usar
el modo de simulaciones en el muestreo de Gibbs coninformacion
anual en tres series de tiempo del VAR, todas las simulaciones
mostraron variaciones similares en la RECM al cambiar la frecuen-
cia de informacién faltante en el modelo.

Ensegundo lugar, algo que también se esperaba, laRECM de las

series de tiempo simuladas depende del numero de series de tiem-
po con observaciones faltantes en el VAR. Si bien este resultado
no parece significativo cuando se dispone de informacion con una
frecuenciatrimestral, las simulaciones con datos semestralesy, so-
bre todo, anuales muestran que el aumento del nimero de series
de tiempo con observaciones faltantes incrementa la RECM de las
simulaciones, lo cual perjudica el rendimiento del algoritmo.
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Cuadro 2
MEDIANA DE LA RECM Y SIMULACION DE VALORES FALTANTES, T=400

< mw O < mw O

< »mw O

RECM-media RECM-mediana RECM-moda
Valores VAR Valores VAR Valores VAR
verdaderos verdadero verdaderos verdadero verdaderos verdadero

T=400; N=1

0.4119 0.0817 0.4120 0.0819 0.4366 0.1616

0.6107 0.3431 0.6100 0.3424 0.6915 0.4753

0.8119 0.5677 0.8081 0.5619 0.9963 0.8011
T=400; N=2

0.4103 0.0750 0.4103 0.0750 0.4245 0.1343

0.6083 0.3340 0.6067 0.3324 0.6802 0.4543

0.8692 0.6334 0.8516 0.6090 1.1470 0.9759
T=400; N=3

0.4185 0.0616 0.4184 0.0615 0.4310 0.1231

0.6144 0.3049 0.6140 0.3049 0.6870 0.4327

1.0238 0.7834 0.9577 0.6968 1.7854 1.6559

Por ultimo, hay una ventaja significativa al conocer los valores
verdaderos de los parametros en el sistema, lo que significa que los
problemas de estimacion deben abordarse con cuidado en apli-
caciones empiricas. Al comparar los resultados de las columnas
marcadas como Valores verdaderos con aquellos que utilizan el con-
junto de parametros verdaderos del VAR, marcado como VAR ver-
dadero, las ventajas en funcion de la RECM al conocer exactamente
los parametros del modelo son significativas, sin tomar en cuenta
la estadistica que resume las simulaciones en el muestreo de Gibbs
y la frecuencia de la informacidn faltante.

El cuadro 2 considera el caso en el que el tamafio de la mues-
tra disponible, T, con frecuencia mensual es el doble comparado
con el del ejercicio de referencia. Los resultados muestran que el
desempenio del VAR con datos faltantes con frecuencia trimestral
no muestra una mejora significativa, a menos que se conozcan
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todos los parametros del sistema de ecuaciones. El coeficiente entre
laRECMYy lavolatilidad de las series de tiempo simuladas permanece
casiigual enambos ejercicios con valores faltantes con frecuencia
trimestral. Porotro lado, las simulaciones con variables observables
en cada semestre o0 afno muestran una mejora significativa, incluso
teniendo en cuenta laincertidumbre relacionada con la estimacion
de los parametros del VAR.
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P EY Analisis empirico






n esta seccion, dos ejercicios muestran la capacidad que tie-

ne el VAR de frecuencia mixta (VAR-FM) para simular series

de tiempo de indicadores econémicos que podrian ser Utiles
para un analisis econdmico. Los dos ejercicios exploran algunas
de las propiedades analizadas en la seccion anterior y, a la vez,
muestran la flexibilidad del procedimiento cuando se describen
conjuntos de datos. El primer ejercicio proporciona estimaciones
de la serie de tiempo del PIB real de Brasil con frecuencia mensual,
utilizando un amplio conjunto de variables observables que permiten
construirunindicador de actividad econdmica de mayor frecuencia.
En este ejercicio, las estimaciones muestran las consecuencias
de especificar adecuadamente la matriz de transformacion A,
en aplicaciones empiricas.

El segundo ejercicio intenta recuperar informacién de un am-
plio conjunto de variables observables para componer una serie
de tiempo de tasas de desempleo mensuales con base en la ulti-
ma edicién de la encuesta de desempleo de Brasil denominada “
Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios Continua” (Encuesta
Nacional por Muestreo de Hogares Continua, PNAD-C). Los primeros
resultados de dicha encuesta abarcan el periodo comprendido en-
tre marzo de 2012 y marzo de 2015. Mediante un conjunto de mod-
elos de VAR-FM con diferentes variables observables, incluyendo
informacién de una versién anual de la PNAD, esta seccidn estudia
la capacidad que tienen los modelos de generar estimaciones con-
gruentes de latasa de desempleo silos datos faltantes se encuen-
tranirregularmente espaciados.
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5.1 Como calcular el PIB real con frecuencia mensual

Una aplicacion interesante de los VAR-FM es la obtencion de esti-
maciones de alta frecuencia del producto interno bruto real utilizan-
doindicadores delaactividad econdmica. En este caso, utilizamos
un grupo de indicadores econémicos para desarrollar un VAR-FM
de cinco variables y analizar las propiedades de la combinacién
de prondsticos de estos VAR-FM. Estos indicadores incluyen la pro-
ducciénindustrial total, la produccién industrial de bienes de capital,
las ventas minoristas, las exportaciones totales, lasimportaciones
totales, el consumo de energia, el consumo de energia de la indus-
tria manufacturera, el coeficiente del saldo de labalanza comercial
respecto al flujo comercial, la produccion de petrdleo y la produccién
de acero. Todos estos indicadores estan disponibles con frecuen-
cia mensual. Los VAR-FM incluyen variables ficticias estacionales
y cambian el supuesto sobre las tendencias deterministas entre
sin tendencia, tendencia lineal o una tendencia cuadratica.

En aplicaciones empiricas del VAR-FM, es importante caracterizar
correctamente la configuracion delamatriz A, enlaecuacion2, re-
lacionando variables observables a altay baja frecuencia. La gréfica
1 acontinuacion muestra la trayectoria simulada de uno de los VAR-
FM' correspondiente a las estimaciones de alta frecuencia de las
tasas de crecimiento trimestral del PIB real (en logaritmos) '® bajo
dos supuestos para lamatriz A, : lalinea verde supone una config-
uracion simple, en la que el PIB real observado esta directamente
correlacionado con una observacion de alta frecuencia en el ultimo
mes del trimestre; la linea naranja establece un marco adecuado,

5 El VAR-FM presenta tres rezagos e incluye, ademas del logaritmo
del PIB con frecuencia trimestral, factores estacionales y una ten-
dencialineal, el logaritmo de produccién de bienes de capital, ventas
minoristas, exportaciones y consumo de energia.

6 Los datos sobre el PIB real utilizados en este ejercicio fueron publica-
dos por el IBGE a finales de mayo de 2015, con la primera recoleccion
de datos para el primer trimestre de 2015. Este ejercicio no maneja
prondsticos en tiempo real, ya que un cambio metodolégico en el
calculo del PIB impide una clara comparacion entre recolecciones
de datos recientes y anteriores.
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Grafica 1

VARIACION DEL PIB TRIMESTRAL EN ALTA FRECUENCIA
De junio de 2000 a marzo de 2015
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en el que el PIB real observado corresponde a la suma del PIB real
simulado en los tres meses del trimestre. La linea marron muestra
unindicador de estimaciones de alta frecuencia del PIB real estima-
do por el Banco Central do Brasil, el lamado IBC-BR. De la grafica
se desprende claramente que una configuracion adecuada de la
matriz A, permite una mayor correspondencia entre la trayectoria
simulada del VAR-FMy las estimaciones proporcionadas por el IBC-
BR, ya que el PIBreal en niveles tiende a sobreestimar sistematica-
mente los movimientos estacionales al principio de cada ano, y omite,
almismo tiempo, la ubicacion de los picos a mediados de cada afo.
La configuracion con el PIB real como media trimestral proporciona
una mejor coincidencia con el IBC-BR en ambos puntos.
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Para el ejercicio, se compara un prondstico combinado de varios
VAR-FM con los prondsticos de un proceso AR (1) simple paralatasa
de crecimiento del PIB real (o de su logaritmo) con variables ficti-
cias estacionales y un conjunto de VAR bayesianos con frecuencia
trimestral con los mismos observables utilizados en los VAR-FM.
El objetivo principal de utilizar los VAR bayesianos para comparar
con los VAR-FM es medir el efecto que tiene el uso de informacion
de alta frecuencia para desarrollar prondsticos, en lugar de sim-
plemente agregar informacién a frecuencias mas bajas. La com-
paracion con un proceso AR(1) proporciona un punto de referencia
en términos de capacidad de prondstico del VAR-FM. Los VAR-FM
se establecen arbitrariamente con tres rezagos para caracterizar
correctamente la dinamica entre los datos de frecuencias mensu-
ales y trimestrales. Los VAR bayesianos con frecuencia trimestral,
por otro lado, debido al pequefo tamafo de la muestra, se estiman
con solo un rezago.

Tabla 3
PRONOSTICO DEL PIB CON VAR-FM: RECM,
DE DICIEMBRE DE 2010 A MARZO DE 2015

RECM RECM relativo
Observaciones  VAR-FM VAR AR (1) VAR AR(1)

t=0 18 0.0083 0.0200 0.0109 2.40 1.31
t=1 17 0.0170 0.0298 0.0157 1.76 0.92
t=2 16 0.0256 0.0291 0.0189 1.08 0.74
t=3 15 0.0298 0.0291 0.0256 0.98 0.86
t=4 14 0.0341 0.0415 0.0277 1.22 0.81
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El cuadro 3 compara el resultado de los prondsticos en los tres
modelos. En el cuadro, t=0 muestra las propiedades de lo que se
conoce como prondstico inmediato en el VAR-FM, que es el prondsti-
codel PIB real en un momento dado ¢, dado que toda la informacion
paraotras variables, excepto el PIB, esta disponible para el prondsti-
co. Cabe senalar que lainformacion adicional con que se desarrolla
el prondstico inmediato sélo afecta a los prondsticos de los VAR-FM
y del VAR bayesiano; porlo que respecta al proceso AR(1), el prondsti-
co inmediato es equivalente a un prondstico a un paso adelante.

El cuadro 3 muestra las ventajas de utilizar informacion de alta
frecuencia, enlugar de agregar datos afrecuencias mas bajas. El de-
sempefo del VAR-FM es, en el peor de los escenarios, similar al del
VAR bayesiano, cuando se pronostican tres trimestres adelante.
En el resto de los horizontes considerados, el desempefio del VAR-
FM se impone claramente sobre el del VAR bayesiano. Sinembargo,
apesarde brindar un buen desempefio en términos de los prondsti-
cos inmediatos, tanto el VAR-FM como el VAR bayesiano no son su-
periores a un sistema univariado estimado con frecuencia trimestral.
Asi, la principal ventaja de utilizar el VAR-FM, parece estar asocia-
da con la capacidad de utilizar informacion de alta frecuencia para
hacer inferencias sobre el periodo actual.

5.2 Como estimar la tasa de desempleo con datos
irregularmente espaciados

Uno de los posibles usos de los VAR-FM es la simulacién de in-
formacion faltante en la serie de tiempo de una variable cuando
existen otras variables sustitutas para aproximar la dinamica de la
variable con informacion faltante. Aqui presentamos un conjunto
de VAR-FM disefnados para estimar los valores faltantes de la tasa
de desempleo en Brasil medida por la PNAD-C, una encuesta reali-
zada por el Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (Instituto
Brasilefio de Geografiay Estadistica, IBGE). Dicha encuesta mues-
tra estimaciones de la tasa de desempleo en el trimestre anterior
con una frecuencia mensual, abarcando casi cuatro veces el to-
tal de la poblacidn encuestada en la antigua encuesta realizada
por el IBGE, la Pesquisa Mensual de Emprego, (Encuesta Mensual
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de Empleo, PME). También hay una encuesta anual del IBGE lla-
mada “ Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios” (Encuesta
Nacional por Muestreo de Hogares, PNAD), la cual también recaba
informacién sobre el empleo, con una cobertura similar a la de la
PNAD-C. La informacién de la situacion laboral en Brasil es muy
irregular. Sin embargo, dado el papel que desempefan los merca-
dos laborales en el andlisis econdmico, generar una serie de tiem-
po de desempleo basada en la PNAD-C representa un dato valioso.
Elcuadro 4 resume las principales caracteristicas de las cuatro en-
cuestas sobre empleo en Brasil.

Para simularlas series de tiempo del desempleo en Brasilconbase
enlaPNAD-C, primero asumimos que las tasas de desempleo de la
PNAD-C y la PNAD difieren solo por un factor multiplicativo,” el cual
se recupera al tomar en cuenta el unico mes para el cual tenemos
observaciones de ambas series, es decir, septiembre de 2012.'8
Posteriormente, ajustamos el nivel de las observaciones anuales
delaPNADYlas combinamos conlas observaciones mensualesde la
PNAD-C. Dada unarelacion lineal entre lainformacién superpuesta
entre la PNAD y la PNAD-C, establecemos al menos un punto de da-
tos para el periodo comprendido entre 1999y 2011, el periodo pre-
vio alapublicacion de los resultados de la PNAD-C. A continuacion,
se estimo un conjunto de VAR-FM de cuatro variables utilizando in-
formacion de las encuestas PME y PED, con mediciones del desem-
pleoy tasas de participacién, datos de empleo formal del Catastro
Geral de Empregados y Desempregados (registro general de em-
pleados y desempleados, CAGED) y datos sobre el empleo en el
sector manufacturero de la Confederacédo Nacional da Industria
(confederacién nacional de la industria, CNI). Los VAR-FM incluyer-
on variables ficticias estacionales y se estimaron con tendencias
deterministaslinealesy cuadraticasy sin ellas. No se realizaron es-
timaciones que incluyeran un mayor numero de variables observ-
ables debido al pequefo tamafo de lamuestray los grandes vacios

7 Los resultados no varian mucho cuando asumimos un factor aditivo
en su lugar.

'8 Las cifras del PNAD evaltan la situacién laboral el dltimo dia de
septiembre de cada ano.
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de informacion de la PNAD-C. Ademas, entérminos de la restriccién
de la seleccidn de variables en los VAR, al menos una de las series
de tiempo de desempleo se incluyé en la estimacion, junto con los
datos de la PNAD-C. Se utilizaron un total de 36 modelos para simu-
lar las series de tiempo de desempleo.

Las estimacionesfinales basadas enlamediaylamedianadelas
series de tiempo de la PNAD-C se muestran en la gréfica 2, junto
con bandas de confianza basadas en la distribucion de simulacio-
nes en todos los modelos. De acuerdo con lo esperado, las ban-
das de confianza son mayores cuando el vacio entre la informacién
disponible en la PNAD-C es también mayor. También de la manera
esperada, las bandas de confianza se incrementan en los puntos
de inflexion de las series de tiempo simuladas. Desde luego, como
lo sugiere el analisis de la seccién 4, a medida que haya mas datos
disponibles para la PNAD-C, deberia ser posible obtener mejores
estimaciones de ladinamica de las series de tiempo durante dichos
puntos de inflexién. En consecuencia, esperamos que estos inter-
valos de confianza se hagan mas pequefios con elincremento de la
cantidad de informacion de la PNAD-C. También realizamos un ejer-
cicio de prondstico dentro de la muestra durante el ultimo afo de
lamisma, con el fin de establecer pesos en diferentes modelos ba-
sados en el error cuadratico medio de los modelos. La ultima serie
de tiempo para el desempleo generada a partir de este ejercicio,
la cual no se muestra en la grafica 2, estd muy cerca de la mediana
de las simulaciones en todos los modelos.

La serie de tiempo simulada sigue una trayectoria cercana alcom-
pararla con las series de tiempo reales de las encuestas PME y
PED. La principal diferencia entre estas dos encuestas y la trayec-
toria simulada de la PNAD-C que aqui se presenta esta relacionada
con la brecha entre el minimo y el méximo de cada serie de tiempo:
mientras que la PME y la PED, en promedio, mostraron tasas de de-
sempleo superiores al 12% en el periodo comprendido entre 1999
y 2004, alcanzando incluso el 19% en una de las mediciones pro-
porcionadas por la PED, el promedio de la PNAD-C en la muestra
quedd en 10.5%. Por otro lado, para la ultima parte de la muestra,
mientras que la PME alcanzé minimos histéricos del 4.3% en diciem-
bre de 2013 y diciembre de 2014, el minimo de la PNAD-C, que en
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la muestra es una observacion y no una simulacion, se ubicé en el
6.2% en diciembre de 2013. El principal motivo de esta discrepan-
cia es el uso de informacion anual de la PNAD para el periodo com-
prendido entre 1999 y 2011: sin el respaldo de dicha informacion,
las trayectorias simuladas de la PNAD-C estarian mas cerca de la
media entre la PME y la PED para la primera parte de la muestra.

Grifica 2

SERIES DE TIEMPO SIMULADAS: PNAD-C
De Mayo de 1999 a Abril de 2015
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ste estudio presentd un nuevoYy eficiente algoritmo para extraer
unainferenciaa partir de la distribucidén conjunta de un conjunto
de datos coninformacion faltante. El algoritmo aqui presentado
es suficientemente flexible para adaptarse ala mayoria de los proble-
mas que se enfrentan altratar con conjuntos de datosirregularmente
espaciados. También permite una configuracion sencilla de las
restricciones lineales en las variables observables, sin importar
de lapresencia de informacién faltante en dichas series de tiempo.
Desde esta perspectiva, laimplementacién del modelo aprovecha
la mayoria de los hallazgos en bibliografia mas temprana publicada
sobre el tema, generalizando algunos resultados y aplicaciones
para el marco de la estimacién de frecuencia mixta de modelos VAR.
El analisis con conjuntos de datos tanto simulados como reales
muestra la flexibilidad del marco para manejar adecuadamente
conjuntos de datos que presentan el tamafio habitual observado
en las aplicaciones del mundo real. A pesar de que los resultados
condatos simulados sugieren que es necesario realizar un analisis
cuidadoso de la convergencia del muestreo de Gibbs, con el fin de
garantizar que las series de tiempo simuladas se extraigan de va-
lores de parametros apropiados, la poca volatilidad de las simula-
ciones muestra que el algoritmo es una herramienta muy util para
manejar problemas asociados con informacién faltante en grandes
conjuntos de datos.
Encuantoalas aplicaciones empiricas con datos reales, los prin-
cipales resultados muestran la importancia de utilizar informacion
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de alta frecuencia para hacer inferencias en un conjunto de datos
macroecondmicos con valores faltantes. Las aplicaciones muestran
la ventaja de utilizarinformacion de alta frecuencia en dos contextos
diferentes: primero, en términos de prondstico, los VAR-FM que utili-
zan el marco aqui propuesto tuvieron un mejor desempefo que los
VAR-FM bayesianos tradicionales estimados utilizando datos a fre-
cuencias mas bajas; segundo, el algoritmo aqui propuesto calculd
trayectorias pasadas de variables con informacién faltante combi-
nando un amplio conjunto de informacion, lo cual generd simulacio-
nes con unadispersion relativamente pequefa entorno a sumedia.
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Anexo A. Algunos resultados

Algebra matricial

Recuerde que, paracualesquieramatrices A,.,, B> ¥ Cxn €l0Ope-
rador vec(-) satisface las siguientes propiedades:
tr(A'B)= (vec(B))l vec(A)= (vec(A))' vec(B)
vec(ABC)=(C'® A)vec(B)
vec(ABC)=vec(AB-C-1,,)= (I, ® AB)vec(C)
vec(ABC)=vec(1,-A-BC)=(C'B'® I )vec(A)

vec(AB)=vec(A-B-1,))=(I, ®A)vec(B)

vec(AB)=vec(I,-A-B)=(B'®I, )vec(A)
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Recuerde que, para cualesquiera matrices A, B, Cy D, el pro-
ducto de Kronecker satisfice (cuando tiene sentido) las siguientes

propiedades:

(A®B)(C®D)=(AC® BD)
(A®B)'=(A"®@B™)
tr(A ®B) = tr(A)~tr(B)

(A®B) =(A'®B)
|A® B|=|A|'|B" siAes (kxk), yBes (£x/).

Estimador de mdxima verosimilitud-distribucion
gaussiana multivariado

1 YT 1 -1
El estimador proviene de 0:—(Z£2x] l:zﬁ(y—xqsml)} , lo cual
implica:

= {((ze ® IT)% (1,® X)JI ((ze ® IT)% (1,® X)] ((23 ®I; )’é (1,® x)]y [(ze ®I; )’é yJ

1

[ ep] e

[sex][stex]] (sHox|[stex )
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_ Mz} @x'J[z} ® xﬂl [z} @xl[z} ®1T]y

- (2 exX) (5 @X)y= (ze ®(X'X)" )(2;1 ®X)y= (Im ®(X'x)" x’)y.

Reescritura de la funcién de verosimilitud
Tenga en cuenta que:

plolo:z ) Jaz, [ exe] 5y x) 22 (3 -x4)|

:|27r2‘g |_% exp{%l} 2(y—xgb)} I:Z;; (yxgb)j”

Y, por consiguiente, reemplazando (¢, +¢—¢,,) con ¢,
obtenemos:

{zﬂy—xwﬂz}(y—x@} z oy, M ron -0 ®x>¢)}
_:22®1ij [2 ®XJH[2 ®1Tj (z @xM
([ on p-{sex [ ot fy-[sFex)n -

+(¢ ¢ml) [2 2 ®X] [222 ®Xj(¢_¢ml)_2(¢_¢ml)' Xes

donde

1
% 22®X [2 ®1T] 2 ®xj¢m1]

|z 2@){]{ 2 2®IT] 2 ®XJ(IW®(X’X)1 X)}y
- z 'oX/) (21®Xx (X'X) Xﬂy

[(2 ®X)-(x 1®x’)}
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Por lo tanto:

-1 1 ’ -1 1 1 (-1 '
p(Y‘(p’ze):‘Qﬂze‘ 26Xp|:_§(y_x¢ml) (Zy@IT) (y_x¢ml)_§(¢_¢ml) (Ze ®XX)(¢_¢ml)]’

donde

(¥ =Xu) (2, ®I7) " (y =X ) = (vec(Y =X, )) (2. @ I Joec(Y - XD,

(vec( Y~ X)) vee( 17 (Y - X®, )2, ")

[(Y X,

ml

) (Y-X0,)z" |

Nétese también que

vee(®y) = by = (Im ®(X'x)" X')y - (Im ®(X'X)" X')vec(Y) - vec((X'X)_l X’Y),

vec(X®y) = x¢p = (1, ® X)(Im ®(X'X)" X’)y - (Im ®X(X'X)" X’)y
(1, @X(XX) " X Juec(¥) = vee (X (X'X) " XY

La FDP conjunta a posterior: del VAR bayesiano
Tenemos que calcular los siguientes términos sumatorios:

S1=(0-60) =5 (000 )+ (6~ o) Zo (=)
=(0=r) T (007 )+ $0%0' 0 + B St — 1 Z7 6.

Sy = B0 o + B Eion ~ 27 91
=vec(®, ) (27" @01, Juec( @)+
+vec(@y,) (2, © (X'X) Jvec(@,) —vec(@; ) (2, ® (0T +X'X) vec( Py )
=vec(®, ) vec((o,1,) @y, ) +
+vec(Dy, ) vee((X'X) @,

=] (0 (00, ) @y + Dpy (X'X) D,y ~ @ (0], + X X) D )3, =0 A1),

e ) —vec(d)T )l vec((cofk + X'X)Q)TZ;1 )
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donde
3 =(% + 2 ) =2 © (0], + X'X),

¢r=Zr (261‘150 +Z Py )
- (Im ® (ool +X'X) "' (00, ))(/50 4 (Im ® (0ol +X'X)" (X’X))qﬁml

©; =vec” (¢1)= (00T, +X'X) " (01 )@y + (00T, + X'X) (X'K) D,

Ay =@ (0, )y + Dpyy (X'X) D, — D (0], + XX ) Dy

La derivacion de la expresién correspondiente a @, se realiza
de la siguiente manera:

vec(® )= (Im ® (ol +X'X) " (0], ))vec((l)o)+(1m ®(oyl, +X'X)" (X'X))vec(d)m])

- vec((dofk +X'X) " (000, ) By + (0T, + X'X) | (X'X) Dy )
Notese también que

Br =2 (208 + o) = (20 +20) (2010 + 20
= (60 (z'®L")+(z! @(x'x)))q (ao (z' © L")y + (2" ®(x’x))¢ml)
= (= ® (o1, +(X’X)))_l (=" ®ooli")go +(2! ©(X'X)) gt )
= (ze ® (o1, +(X'x))'1)((z;1 ®aol; gy +(Z, ®(X'X)) gyt )
= (Im ®(oyl, ' + X’X)fl (o0} ))¢0 +(1m ®(oyl; ' + X'X)fl (x’x))¢ml.
Anexo B. Pruebas
Proposicién 1
La estructura de Markov de la ecuacién de evolucidn de cualquier

MLD implica

Pr(ZT |DT ) = Pr(zT |DT )Pr(zT,l |zT,’DT,1 ) . .Pr(zl |z2,D1 ) .
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Prueba

Nétese que Pr(ZT |DT) puede ampliarse de la siguiente manera:
Pr(Z;[Dp)=Pr(zp.Zy 1 |Dy) = Pr(zp[Dy )Pr(Zyy |27, Dy )

zp |DT )Pr(zPl VA |zT ,DT)

zp |DT ) Pr (ZT,I |zT Dy )Pr (ZT,Q |zT,1 27, Dy )

Zy Dy )Pr(zpy |2, Dr )Pr(2p_9.Zp 3 |zp 1,270, Dr)

zp |DT ) ..Pr (ZT,Q |zT,1 27, Dp )Pr (ZT,g |zT,2 21,27, Dp )

Pr(zT,2

-
A~ N S /S o/~

“i> (1-2) vDT)

—Pr(z |DT)Pr(zT_1

zt>(T_1),DT)Pr (ZT—Q zt>(T—2) ,DT ) . .Pr(zl Zi>1 ,DT>.

Sean entonces y z[y;ﬂl,y%q Y 2>+ =[2:,1,21] que denotan los conjuntos
detodaslasvariables observablesy de estado paralos periodos comprendidos
entre 7 +1 y T. Recuerde que la ecuacion de observacion implica que, suped-
itadaa z,, yf” no depende de valores pasados de la variable de estado. Como
se muestra a continuacion, la propiedad markoviana, al enfrentar este hecho,
implica que nos permite mostrar que Pr(zT_j zt>T_j,DT) = Pr(zT_]- |zT_j+1,DT_j )
De hecho:

Utilizando nuestro resultado anterior, concluimos que

_ ob
Pr(ZT—j Z>T— ’DT) = Pr(ZT—j Zt>T—j’yt>T—j’DT—j)

2>T—j ’DT—]' )

Zt>T—]‘ ,DT—j)

ob
~ Pr(zT_j,yt>T_j

Pr()’fﬁr—j

s

ob
Pr(yl>T7j |ZT*j’ZZ>T*]-’DT*]‘ )Pr(ZT7] ZI>T*]—’DT*])

) Pr(y;;bT—j

Zt>T—j’DT—j )
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Debido a la

ob
ecuacion ~ Pr(y2r_ |z Doy JPr(zr_|zor—; D)
observada - ob
Pr(yt>'1‘—j Zt>T—j”DT—_;')
= Pr(z'l‘—j Zt>T—j’DT—j)

= Pr(ZT—j |Z’1‘—j+1vzz>’1‘—j+1 Dr_j )

Pr(ZT—j’Zt>T—j+l |ZT—j+1 ’DT—j )

Pr(zt>T—j+1 |ZT—j+1 ’DT—]‘ )

Pr(zt>T—j+1 |ZT—j’ZT—j+1 Dr_; )Pr(ZT—j |ZT—j+1 Dr_; )

Pr(zt>T—j+l |ZT—j+1 ’DT—]' )

Propiedad P
markoviana _ r(zt>T—J’+1

Pr(Z»T— j+1

= Pr(zT,]- |zT,]-+1 Dr_; )

27— j+1 7DT—]’ )Pr(zT—j |ZT—]’+1 ’DT—j )

27—+ ’DT—]‘ )

Pr(ZT |’DT) = Pr(zT |DT )Pr(zT,l |zT,’DT,1 ) . .Pr(zl |ZQ,D1 )
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Proposicion 2
La densidad condicional de (yt_“1 |zt+1,D[) es proporcional a

Pr(yt—q+l |Zt+1’Dt ) oc Pr(§t+1 |Zt+l’yt—q+l’Dt )Pr(yt—q+l |Zt+1’Dt) :

Prueba

Pr(yt—q+l 21,7, ) = Pr(yt—(]-H |yt+1 %D, )

2 Yig1 Dy )Pr(yt—q+l |2, D, )

_ Pr(yt+l,yt—q+1 |Zt’Dt) B Pr(yt“

Pr(yHl |Zt’Dt) B Pr(yt+l |Zt’Dt)

Condicionando

el primer Pr(yHl €41 |% Yi—gi1s D, )Pr(yt q+1|zt

:2::;:%?1 Pr( 81 |Ye15% Yimg1 Dy ) Pr(y 5D,

contenido en

1 Pr(ynl 2 i-g+15641,D )Pr(et+1 2 i-ge15 D, )Pr()’t q+1|Zt )

Pr( 1| Vi+1> Zt Vi~ q+1> D, ) Pr(yt+1|zt )

Condicionado o L B

en é,q, _ Pr(yM |Zt,€t+1,Dt ) Pr(enl Ztyt—qﬂ’pt )Pr(yt—qﬂ |Zt’Dt)

teelrpl’T:II;n:'l”m Pr<éz+1 |yl+1 ’Zt 7Dt ) Pr(yu—l |Zt’Dt )

depende de

ylqurl

Debido a que los términos Pr(y,;|%.4,.1.D; ). Pr(é.;[y..4.D,)
y Pr(yt+1|it,Dt) no son funciones de y,_,,,, estos son constantes

con respecto a Pr(yH]H |21, D,
Por lo tanto, obtenemos:

Pr(yt—q+l |Zt+1’Dt ) oc Pr(§t+1 |Zt+l’yt—q+l’Dt )Pr(yt—q+l |Zt+1’Dt) :
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his study presents a new algorithm, based on a

two-part Gibbs sampler with a forward-filtering-

backward-sampling (FFBS) method, to recover
the jointdistribution of missing observations in a mixed-
frequency dataset. The new algorithm relaxes most
of the constraints usually presented in the literature,
namely: 1)it does not require at least one time series
to be observed every period; 2) it provides an easy
way to add linearrestrictions based on the state space
representation of the VAR; 3) it does not require regu-
larly-spaced time series at lower frequencies; and, 4)
itavoids degeneration problems arising when states,
orlinearcombination of states, are actually observed.
In addition, the algorithm is well suited forembedding
high-frequency real-time information for improving
nowcasts and forecasts of lower frequency time se-
ries. We evaluate the properties of the algorithm using
simulated data. Moreover, as empirical applications,
we simulate monthly Brazilian GDP, comparing our re-
sults to the Brazilian IBC-BR, and recover what would
historical PNAD-C unemployment rates look like prior
to 2012.

Keywords: Gibbs sampling, forward-filtering-back-
ward-sampling (FFBS), mixed frequency data, Bayesian
methods, real-time data, macroeconomic forecasting,
vector autoregressions, PNAD.
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any economictime series of developing and underdeveloped
countries suffer from issues preventing their information
content to be fully explored. These common issues usually
arise from 1) short length; 2) measurement only available in low
frequencies, such as quarterly or annual; 3) discontinuity due to
changesinmeasurement methodology into another; 4) measurement
or technical issues leading to randomly spaced missing observa-
tions in time series; and 5) frequency switch when the frequency
of observations changes along the sample, for example, series
starts asannual butthen change to quarterly aftera couple of years.
The short length is a common issue that might affect developed
countries as well, butis more often presentin developing countries.
In a nutshell, the problem arises when a time series either ceas-
es to be measured or has only recently started to be measured.
Understanding the inference limitations caused by low-frequency
time series is straightforward due to the reduced number of observa-
tions available. The discontinuity problem arises when a time series
has its measurement method changed while not updating the meth-
od for past observations. In this case, data properties might be sig-
nificantly affected due to the new measurement method, in such
away that observations obtained from the old and new method must
be considered as two different time series.
Randomly spaced missing observations may arise by either
measurement flaws when collecting and treating raw data, or by
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deliberately excluding observations that are considered outliers
or not consistent with the effect of hypotheses one wants to mea-
sure and test. Finally, series with frequency switches may be seen
as a special case of series with missing observations, except that
spacing between observations is set from a discretionary choice.
For simplicity, we treat this case just like we treat randomly spaced
missing observations.' Inthe context of multivariate analysis, a prob-
lematic situation occurs when a combination of the issues listed
above leads to whatis known as unequally spaced mixed-frequency
data sets, where the extreme case shows periods with no available
observations at all; that is, all elements from the time series might
be missing in given a time.

Under mixed-frequency, multivariate framework, usual choices
might compromise the statistical inference, leading to wrong con-
clusions. For instance, the analyst might either fill the gaps in time
series with ad hoc values, that is, mechanical approaches without
formal statistical support, such as interpolations ortrimming out ob-
servationsin periods in which one or more time series have missing
observations. Alternatively, one might consider reducing the time
series frequency of the whole dataset in order to avoid dealing with
mixed-frequency issues. Both trimming out periods or reducing
frequencies might lead to the loss of relevant information, though.
Hence, a problem arises in finding ways to simultaneously explore
the full information content available in the mixed-frequency datas-
et, while avoiding the use of ad hoc methods to fillinformation gaps.

In economics, the literature has evolved into the development
of Bayesian Gibbs samplers to recover the entire joint distribution
of the missing observations, rather than pin-pointing single values
tofillthe gaps. Inthis study, we contribute to the literature by bringing
an efficient and intuitive way to recover this joint distribution using
atwo-part Gibbs sampler, built mostly upon recentimportant contri-
butions to the literature on mixed-frequency filtering by Schorfheide
and Song (2015) and Eraker et al. (2015), and, from the statistics

' See Prado and West (2010, Section 4.3.3) for a better discussion
on series with discretionary spaced missing observations.

96  S.Lago, A. Marsiglia



literature, on the efficient algorithm described in West (1996, 1997)
and West and Harrison (1997, Section 15.3.2).

We highlight the point that the literature in statistics has consid-
eredthe problem of recovering the entire joint distribution of missing
observations way before the literature in economics, with efficient
algorithms using Gibbs samplers, like the one developed by West
and detailed further on, developed during the 1990s. Therefore,
the main point of this paper is to adapt and bring some of the early
developments from the statistics literature to applications ineconom-
ics. That been said, our view is that the method proposed by West
(1996, 1997) is more efficient, simplerand more intuitive than the ones
proposed by Schorfheide and Song (2015) and Eraker et al. (2015),
even though generating about the same results.

Asin Schorfheide and Song (2015) and Eraker et al. (2015), we as-
sume thata VAR with unknown parametersis able to describe the dy-
namics of the multivariate time series if their missing values were
all observed. The task of the Gibbs sampler is to recover the joint
distribution of the missing values and the unknown VAR parameters.
AsinWest (1996, 1997) and West and Harrison (1997, Section 15.3.2),
our strategy for sampling time series is using a data augmentation
approach based on Carter and Kohn (1994) and Frihwirth-Schnatter
(1994). Frihwirth-Schnatter calls this approach forward-filtering-
backward-sampling (FFBS) algorithm, also used in Schorfheide
and Song (2015). This is one step of the Gibbs sampler, which takes
sampled parameters and covariance matrix from a previous step
of the Gibbs sampler, based on a Bayesian VAR with a modified
Minnesota-type prior (see Doan et al., 1984, and Litterman, 1986,
for the original Minnesota prior).

Inits generalform, the FFBS algorithmis straightforward to imple-
ment. Anissue arises, however, in models with autoregressive (AR)
components, or any other model in which consecutive state vec-
tors containcommon components. In this case, linear combinations
of elements from the current state are actually observed, and the
basic FFBS algorithm degenerates. From this point, we depart from
Schorfheide and Song (2015) by proposing an algorithm intend-
ed to perform FFBS for a VAR case, avoiding degeneration issues.
The algorithm is based on West’s method on efficiently sampling
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state vectors in AR models, adapted to our VAR case. We also de-
part from Schorfheide and Song (2015) by allowing forirregularities
in the frequency of observations, generalizing the shape of the se-
lection matrix introduced by the authors for regularly-spaced mixed-
frequency time series.

Erakeretal. (2015) also work on unevenly-spaced mixed-frequen-
cy time-series, but do not benefit from using a state-space specifi-
cation, which allows for additional linear restrictions on the relation
between observed time series and latent variables. Normally, deal-
ing with missing valuesin a state-space framework, like the one used
in our Gibbs step for sampling missing observations conditional
on the parameter set, is relatively easy (see, e.g., Prado and West,
2010, Section 4.3.3, and Durbin and Koopman, 2012, Section 4.10).
The approach is flexible enough for not requiring the existence
of at least one time series to be observed every period. Indeed,
it works even when there are no observations at particular periods.
Embedding this approach, we also depart from Schorfheide and Song
(2015) and Eraker et al. (2015), for they require at least one com-
pletely observedtime series. Therefore, our approach benefits from
the best features of both Schorfheide and Song (2015) and Eraker
etal. (2015) procedures.

The flexibility of not requiring the existence of at least one time
seriesto be observed every period comes extremely in handy when
performing forecasts and backcasts, as the algorithm only has to
consider these exercises as an extended sample for which there
is no observation at all. In other words, the FFBS algorithm samples
missing valuesin forecastand backcast exercises. Therefore, ourap-
proach is efficient, intuitive, and well suited for dealing with all four
common issues previously described: shortlength, low frequencies,
discontinuity, randomly spaced missing observations, and multivari-
ate time series with periods in which no observations are available.

The algorithm is also well suited for dealing with high-frequency
real-time information, in order to improve nowcasts and forecasts
of lower frequency time series. An empirical exercise in Section
5 shows the improvementin quarterly Brazilian GDP’s nowcasts as re-
al-time high-frequency information arrives, and compares the re-
sultsto the Brazilian IBC-BR. The exercise also highlights the role of a
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proper setup of the state-space representation of the model, in order
to establish the relation between monthly and quarterly observa-
tions. In another exercise, we use the algorithm to recover the joint
distribution of historical PNAD-C Brazilian unemployment rates prior
to 2012, using information from other surveys such as annual PNAD
and PME. The importance of the latter exercise is due to the fact that
PNAD-C is a new monthly time series, whose values are available
only from 2012 on.

The remainder of the study is organized as follows. The model
is described in Section 2. The Gibbs sampler, and details on how
to recover the full joint distribution of the missing observations
are described in Section 3. Details on the efficient FFBS algorithm
and Bayesian VAR are described in sections 3.1 and 3.2. We test
the performance of our approach with simulated data sets in Section
4. Two empirical exercises are shown in Section 5, based on infor-
mation of Brazilian GDP and unemployment. The empirical exer-
cises explore both the issue of the regularity of missing information
andthe use of linearrestrictionsinthe model. Section 6 summarizes
the paper’s conclusions.
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e assume the existence ofasample Y z{yf”,..., y;”} of size

T. At each period, y” isa (mf” X 1) vector of observed en-

dogenous variables, whose dimension m” changes over
time due to irregularly-spaced mixed-frequency. This definition
of mfb does not exclude even the possibility that, at certain periods,
no observations are available, thatis, m? =0.

In this context, define first y, asa (mx1) vector of endogenous
variables of interest, whose dimension m > m? (m >m?, if m® = 0)
is time-invariant. Notice thatitis possible that the set of endogenous
variables of interest might not be directly observed atallin the sam-
ple. For instance, y{”’ might contain moving averages of y,, which
are affine transformations of y, andits lagged values. In this case,
3 isnotevenasubsetof y,. Therelationbetween y” and y, isfor-
mally addressed in Section 3.1.

Our objective is then to infer the joint distribution of the (7'xm)
sequence YE[yl,...,yT], of endogenous variables of interest. To ful-
fill this task, assume that the dynamics of y, can be represented

by a VAR,.(¢):

_ iid
n yt:q)lyl—l+"'+chyt—q+(Dcxct+et’ etNN(O’ze)’
where %, isa (m, x1) matrix of deterministic variables, such as the

constant, trend and seasonaldummies, @, isa (mxm) matrix of co-
efficients for ¢e{l,....q}, @, isa (mxm,) matrix of coefficients,

c
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and X, isa (mxm) positive definite covariance matrix. Each equa-
tion has & =mq+m, regressors, the VAR has mk coefficients, and the

whole system has mk+m?> parameters.
e :[ylt "‘ymt]

e = [elt el ]’

— — ’
Xy Xedg -+ "xc;m t :|

CDZ 11 cI)Z;ml
@[ = .

cDé/ 1m (Dé’;mm

q)c;ll (Dﬂ;ml
D, = : :

% (Dc;mm

For analytical convenience, each part of the Gibbs sampler, de-
scribed in Section 3, considers different companion forms when
dealing with the linear system. More details are provided in Sections

3.1 and 3.2.
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SN Gibbs Sampling






a sample of size S, given the information set described by Y*,

from the joint distribution of (Y,cb | Y””). Each step of the sam-

pler consists of two parts: 1) sample draws of Y from the conditional

distribution of (Y|Y"b,rb), using Kalman filtering and a modified

form of the forward-filtering-backward-sampling (FFBS) algorithm,

asdescribedin Section 3.1; and 2) sample draws of ® from the con-

ditional distribution of ((I) | Y”b,Y), usingaBayesian VAR, as described
in Section 3.2.

The samplerisinitialized, in part 1) of step 0, by setting @,

This section describes the steps of a Gibbs algorithm to draw

toim-

nit
ply arandomwalk dynamicstoY, thatis, ®, = %I(Wm) Jfortef{l,....q},

and ®,=0. The FFBS algorithm of part 1) generates a smoothed path
of Y, from (Y|Y"”,d)l-m,) to be used in part 2), where a Bayesian
VAR generates the initial parameter set @, from (<I>|Y"”,YO) , still
atstep 0. From step s=1to s= S, the Gibbs algorithm evolves as usu-
al: 7)draw Y, from (Y|Y"b,d)s,1), and 2)draw ®@, from ((D|Y"”,YS).

3.1 The Dynamic Linear Model

In whatfollows, we characterize the VAR, (q) system 1)as adynamic
linear model (DLM), as in Schorfheide and Song (2015), and describe
the sequential updating, thatis, Kalman (1960) filtering, equations.?
A companion form of the VAR, (¢) system is:

2 Great references on dynamic linear models (DLM) and inference
using the Kalman filter are Hamilton (1994), Prado and West (2010)
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Observation

) equation
O p— . j—
E Y = Fz; FE=MA,
Transition
equation ind
z, = Gz +o; o~ N(ngd’Qe)

where y” isa (m;”’ ><1) vector of observed endogenous variables,

whose dimension mf” changes due to mixed-frequency or irregu-
larly-spaced observations, M, and A,. are generalizations of what
was done in Schorfheide and Song (2015), thatis, M, isa (mf” ><m)
selection matrixand A, isa (mxmg) transformation matrix,®useful
when the observed variable is a known affine transformation of the
states (forexample, three-month moving averages or any other lin-
ear combinations), z, z[y,’,...,y},w J' isa (mg x1) vector of states,
G, isa (mg>myg) matrix of coefficients forendogenous variables, G,
isa (mg xm, ) matrix of coefficients for exogenous variables, and ©Q,

isa (mg xmg) positive semi-definite covariance matrix:

®, O, O, O @
!0 0 oﬂ Omx % 0 0
mxmc O 0 O
G1: 0 I 0 O GQZ Omxmc Qe: .
: 0 : : '
0 0 0
_O 0 I OJ _Omxms_

Note that g does not necessarily match ¢, the number of lags
inthe VAR, (¢) describing the dynamics of y,. Forinstance, suppose

and West and Harrison (1997). For DLMs applications in macroeco-
nomic models, see Basdevant (2003).

® In this regard, A, should be designed with care in order to avoid
aliasing issues when we only observe averages, or any other linear
combination, of latent variables of interest. For instance, suppose
that we observe three quarterly time series y, =[y,,,y5,,93,], Which
actually aggregates or averages latent monthly variables during each
quarter, such as sectoral GDP’s. In this case, there are an infinite set of
possible monthly sectoral GDP time series that are consistent with
the observed variables. Those sets include monthly time series with
unreasonable extremely large variances. In this case, the algorithm
will not converge to a unique stationary distribution
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that yt”” represents quarterly averages ((7:3) of monthly nonob-
servedvalues of y,, whose dynamicsis described by a VARwith four
lags (q = 4). Conversely, if the dynamics are better described by a
VAR,(1), a similar issue arises. Those cases are easily addressed
as follows: 1)if g <¢, set g =¢ and extend A, with zero matrices,

thatis, A, :[AZ,O”LW(H)J; 2)if g > ¢, consider additional zero ma-

trices ®; =0,,,,, ,for (e{g+1...7}.

In this context, M, is a time-varying selection matrix where
the number of rows is adjusted to match the number of absent obser-
vationsin each period. From this perspective, starting from aniden-
tity matrix M with size (mxm), M, is setin each period by eliminating
m—m? rows of M, corresponding to nonobserved variables of vec-
tor y?’.

Let D, E{Dt_l,yf”} denote the information setateach period. Ifthere
are no observed values at the period ¢, that is, yfb is an empty vec-
tor, then M, is an empty matrixand D, =D,_,.*

Consider the following initial prior Gaussian density for z,
is (z|Dy)~ N (9.Cy)- Therefore, the Kalman filtering (kF) equa-
tions are:

a) Prior density for z, with information up to period (¢-1):
(zt|DH)~ N(a,’Rt)
a, =Gy +Go¥, s R = GGGl +Q,

ct

b) One-step forecast of y with information up to period (z-1):

(5Pt )~ N(£.2)

fi=ha; Q,=FERF

c¢) Posterior density for z, with information up to period ¢

4 A better discussion on models with missing and unequally spaced
data can be found in, for example, Prado and West (2010, Section
4.3.3) and Durbin and Koopman (2012, Section 4.10).
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(%|D,)~ N(w.C,).

If there are observations at period ¢

’ b -1
w=a,+Av; C =R -A0,A; vtEytO -Ji A =RFQ, .

Otherwise:
D, =D, y; (Ztlpt)z(zzlpt—l)Q u=a; C =R,

Our strategy for completing the series with mixed-frequency or ir-
regularly-spaced observationsis to use a data augmentation approach
based on Carter and Kohn (1994) and Frihwirth-Schnatter (1994)
to sample complete sequences of state variables. We also follow
Frihwirth-Schnatter (1994) by calling this approach as forward-fil-
tering-backward-sampling (FFBS) algorithm. Let Z; =[zp,2;_y,...,7 |
denote the whole sequence of state vectors. The nature of the FFBS
algorithm comes from exploring the Markov structure of the evolution
equation of any DLM, which allows us to write

Pr(Z;|D;)=Pr(z|2,D))...Pr(2|2,1.D,)...Pr(zy |27 Dy )Pr(z, D).

The proofis shown in the Annex.

Therefore, the FFBS algorithm consists of sampling z, from
Pr(z;|D; ), and sequentially sampling z from Pr(z|z,,.D,) using
equations directly derived from the Kalman filter.

Ina paper, similar to ours, Schorfheide and Song (2015) also use a
data augmentation approach based on Carterand Kohn (1994). We de-
part from Schorfheide and Song (2015) by allowing for irregularities
inthe frequency of observations, instead of simple, regularly-spaced
mixed-frequency time-series. This extension, also carried outin Eraker
etal. (2015), is obtained by generalizing the shape of M, matrix. Eraker
etal. (2015), onthe otherhand, do notbenefit from using a state-space
specification, which allows for additional linear restrictions on the rela-
tionbetween observables and states, captured by matrix A.. Therefore,
our approach benefits from the best features of both procedures.
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We also departfrom Schorfheide and Song (2015) and Eraker et al.
(2015) by not requiring the existence of at least one series whose val-
ues are observed in all periods. In this regard, our approach is also
well suited for the following cases: 1) data sets from countries in which
series are relatively short; 2) new series, or series whose measuring
method changes without applying to previous periods.

In its general form, the FFBS algorithm is very easy to imple-
ment and requires inverting matrix R,, thatis, the covariance matrix
of (zt |DH ).5An issue arises, however, in models with AR components,
or any other model in which consecutive state vectors contain com-
mon components. In this case, linear combinations of elements from
the current state are actually observed. This fact implies that there
will be many instances in which R, is singular, and the basic FFBS al-
gorithm degenerates.

Therefore, we also depart from those authors by proposing an al-
gorithmintended to perform FFNS for a VAR case, avoiding degenera-
tion issues. It is based on West (1996, 1997) and West and Harrison
(1997, Section 15.3.2) on efficiently sampling state vectorsin AR mod-
els. We adapt West’s approach to our VAR case, detailed below.

3.1.1 Adapted FFBS Algorithm

The idea behind West’s approach comes from the structure depict-
ed in Equation 3. Note that, given a previously sampled vector z,_,,
the backward sampling procedure implies thatthere is only one element
of vector z, yetto be sampled: the (m x1) vector y,_,.;. Allwe have to do
is to sample values from the conditional distribution of (yt_?+1 |211.D, )
and complete vector z, using the relevant elements from the vector
z.,1- 1he case in which g =1, which does not fit the depicted struc-
ture, is easily addressed by imposing g =2 and defining @, = O(mxm) .

Z = [D’t'+1’ Yoo Veets y;—q+2:|
3 T
g= Dl oo o digee dga]

5 |Indeed, for each te{(T—l),(T—Q),...,l} and having already sampled
%1, We would obtain the conditional distribution (z,|z,,,.D,)~ N (%, H,),
where b, =, + B, (Zl+1 -a,,), H=C,-BR, B, and B, ECtGI’Rt_Jrll-
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Adapting West’s modification of the FFBS algorithm for sampling

z, in our case is straightforward. First, let z, z[yt’,...,yt’_wg], de-
note the already sampled (m(q—l)xl) vector of common elements
of z,,, and z, thatis, we partition both vectors as z,, =[]
and z, =[Zt’,y;_q+1J . Inthis context, let Z;, denote each singular el-

ementof z for je{l,...m(g-1)}.
For analytical simplicity, consider the subvector

’ ’
e / _[= 5 P36
310 = Bomig 0091 | Where e, =[ 21, 2, | forjesis

and zj;,;, = empty for j.<ji and the following partitions, for j<i:

- ~ ~2 '
; Zjt b= My C.. - O | %)L
= DU B N ’ NN 5 |~
/ 3j+1 7 Hj iy 7 2j,j+1t Cj,j+l,t

2210 D Craa =Var (s D)

~ ~2 ~
Zl:(j—l),t’D ), G, = Vm(z]-’[

where Hjii = E(ﬁi,t

20D ) and

:aj,t = E(Zj,z

Zj-1)0 Do ) The partitions imply that z, i, ,

Zj,i,t Ecov(ﬁi,t,zj,t
and 67, are scalars.
The following steps describe the sampling strategy:

1) Sample avalue of z; from (z; D)~ N(y,Cr);

2) Foreach te{(T-1),(T-2).....1} , sequentially sample values
fromthe conditional distribution of (yt,q+1 |Zt+1’Dt) andcomplete

vector z, usingthe relevant elements fromthe vector z,,, . This

% » Yi—g+1 D, )
and (J’tﬂ?ﬂ |£[,Dt). Also note, as shown in the Annex, that
Pr(yz—%l |Zz+lsz ) oc Pr(ym Zt,yt—ﬁJrleDl )Pr(yt—%l |Zz sz ) Since
z,= [2,’ Vi—gel ] thefirstchoicetoretrieve Pr( Vg1 |£t,Dt) would

is achieved by obtaining the distributions of (ym

& Note that 31: =% and umg-1)+1)! =71
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be using the KF distribution (z,|D, )~ N (x,.C,) to directly ob-
tain the conditional distribution of (yl,qﬂ |£t ,D, ) This method,
however, involves inverting Var(%|D,) which is often singu-
lar.” Therefore, based on West’s method, we efficiently obtain
the conditional distribution (y,,?+1|ZI,Dl) by sequentially con-
ditioning on each scalar element z;, of z,, reducing the di-
mension of the distribution by one at each stage. The steps
are described below.
a) Since 3;, =z, notethat u;,, =y, and C;, =C,.

b) For je{l...m(7-1)}, compute the distribution

of (3(]41)7[ |le]”[ ’Dt ) -8

(3<f+1),t .2 ) ~N (“(m),(m),r Gl )

1 oy
,Uj,,'+1,t+G_22j,j+1,t(zj,t—ﬂj,t)7 if 65,>0

Hane = gt ;
. ~2
My j+1e it 6;,=0
C Ly bl it 62, >0
Gt T o &gl e Oy
— (o
Clpy e = it :
, . ~2
Cjjng it ¢5,=0

7 Thesamereasonswhy R, iseventually singularmightcause Var (Zt\Dt)
to be singular as well.

& If 6]23 =0, then X, ,,,,=0 and z;, = ii;,. In this case, the limiting value

1 I 1 .

of ey Zj i (Zj,t —H,-,t) and ey %, 1% w1, are both zero. For coding
It it

purposes, there still might be some numerical instability in cases where

&]2,, is positive, but very small. In this case, the restriction &]2.’[ >0
might be translated into something as, for instance, &12-’, >T0ler~ﬁj,,,

where Toler is a relative tolerance parameter.
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¢) Since B(n(g-1)s1)s :yt_w,(yt_?+1 |Zt,Dt) is distributed as

(yt—q+1 z,.D, ) ~ N(,ﬂt,qH,Ct,,?+1 ) where

Fu—g1 = Hm(g-1)41), (m(g-1)1),0°

Coz01 = Cla(g1)1). (m(z-1)1).0

3) Based on the already sampled vector z,,;, and exogenous vec-

tor x,,, , compute the partial residual

€41 = Y1 — ((Dlyt ot O 1Y gao + P Xy ) .

Note that Pr(7,,

Zt’yt—§+1’Dt>:Pr(yt+l £t7yt—q+17Dt) » whose condi-

% ’yzfqﬂrl’Dz ) - N((quzfqﬂ’z'e) .

4) Note that Pr(yt—q+l 21,7, ) x Pr(ytﬂ 2 Yi-g+1° D, )Pr(yt—qﬂ 2.7, )’
is not singular, all we have to do

tional distribution is (yHl

as the Annex shows. If C,_
isto sample y,_,1 from

g+1

n (yt—q+1 |Zt+1’Dt ) ~ N(Ht};q+1yctjj_q+] )

where

-1
) ry-1 ~ -1 -1~ ~ -1
/‘Lt‘J—q+l E(q)qze @, +(thq+1) ) (q)qze €141 +(Ct7§+1) Mg )
, i ~ 1)1
Gl E(q)?ze ®; +(Cga) j .

Up to this point, we closely followed West’s suggestions. There
might be; however, an issue when sampling (yt_q+1|zt+1,Dt) based
on the last result, that is, there might be cases in which C,_,, is sin-
gular. In this case, we propose a procedure similar to what was done
in 2.b. Our suggestion is to sequentially sample each scalar ele-
ment y;, .1 Of y_,.1, for je{l....,m}, reducing the dimension of the
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distribution (yt q+1|zt, ) by one ateach stage. Forthat, considerthe sub-

vectors yﬂ = Yjmi—g+1 and y]«,,f =J1.j.-¢+1 the conditional distribution

Pr(y]t y( 1) 241, D; )OCPr(EHl 2 Yg+1: D )Pr(y]t
Vit =Yji-gi1 is a simplifying notation, and the following partitions

v A
. Vji—q+1 v Mg+ 4 O | X
Yie =\ % M= » Cje= SR T
Y(j+1)t Hj j+1e J gLt |, L

where the means are

y( 1) ,2,,D, ) where

/ij,i,z (yub’( 1)’ ZnD) and Hj—g1 = (yj,‘y( )ZpDz),

while the variances are

Y1) %4, D, )

6?‘1 EV‘”(&;‘J &(]‘71)’21,"7):)’ C;zt _Var(ylt

and Z;n _Cov(yl,,y]t -1 .2, D, )

The partitionsimply that y;, 441, 4;,-4+1 @and c , arescalars. Therefore,
take the steps described below:

a) Since ji, =41, Notethat fy, =4, and Gy, =C, 7,

b) Foreach je{l,...,m}, conaderthe};th (mx1) vector @, inthe

partition ®; = [(Dl,q’ @7, ®, 7 |, and sample y]!t_qu1 from.9

~ o e \2
(yj,t—q+1 y(j—l)’ZtH’Dt) ~N(,U]y',tq+1a<0]);[) j

9 Forcoding purposes, there still might be some numericalinstability in cases
where {yj is positive, but very small. In this case, the restrlctlon cr >0
might be translated into something as, for instance, &2, > Toler- ,u]t g+l
where Toler is a relative tolerance parameter.

Jit
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-1
PR v 92
D2, 6 +(Gj,t) Hji—g+1

it &%2,>0
Hgn =) @3 0, +(53 ! "
=g+l Jg=e Vg %)
v 2
Hji—g+1s if Oj =0
1 Y
0 T if Gj-t >0
v ’ -1 ~ 2 ’
(62,) =1 ®@j7Z +(57,
0, if &%,=0
Js
where
. 1 ¢ e %9
. Hj i1 +_&2 Z i (yj,t—ml +:uj,t—q+1)’ if 65,>0
K (ene = s ’
v . v 9
M jr1es it ¢;,=0
. 1 . ., s
. Cj e ——Z3 Zjjr1aZ js1e if O >0
C, . ) = Ot
(DG ™ )
CNH’,j if oy =0

5) Sampled vector z is obtained by concatenating

!
~1 ’
B % :[Zt’yt—qﬂ] .

Smoothing. As for the smoothed distribution, retrieving it is also
eventually subjectto inverting the covariance matrix R, when using
the standard method. However, we propose modifying the FFBS algo-
rithm to obtain the distribution, avoiding the issue. In the spirit of the
algorithm, allthe way from ¢ =(7-1) to =1, we keep the means and vari-
ances, instead of sampling the states, and adjust vectors and ma-
trices accordingly. By the end, we have retrieved the smoothed
distribution. Note that the procedure is not the same as keeping
the means and variances at ¢t =t when performing the FFBS algo-
rithm for sampling the states at ¢ =7 +1, for the auxiliary matrices
and vectors will not be the same.
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Forecasts, backcasts, and nowcasts. When performing forecasts
and backcasts, all the algorithm has to doisto consider the extended
sample forwhich thereis noobservation atall. Therefore, the FFBS al-
gorithm will also sample missing values in forecast and backcast exer-
cises. The only requirementis that the VAR step, described in Section
3.2, must only consider the actually available sample period when
sampling parameters conditional on observables and missing values.

No additional care is needed in nowcast exercises, for the defi-
nition of nowcasts requires at least one observed value to be avail-
able. Therefore, nowcasts are carried out on the actually available
sample period.

3.2 Bayesian VAR

Following Canova (2007, chap. 10), the linear system can be repre-
sented in two companion forms. The first one is defined as follows:

6 | Y=X0+¢E,

where Y =[y,,...,yr| isa (T xm) matrixofvariables @ = [CDl,...,d)q,EDC '
denotes a (kxm) matrix of coefficients, X =[x,....x; | isa (Txk

matrix of regressors, x, z[y;,l,...,y;,q,a?;, J' isa (kx1) vectorof regres-
sors,and £ E[el,...,eT]’ isa (Txm) matrix of error terms.’® Note that

each column of Y, ®, and £ corresponds to equations describing
the dynamics of a unique variable sequence {y, }, for ie{l,...,m}:

i1 Imd-1 7 Wi 7 Iml—g | %11 T Xem1
X=| V-1 7 Yma-1 7 =g Im—g | %t T Xema |
Nr-1 7 Il 7 Nr—q 7 ImT—q| X T Xem,T

0 Note that the VAR equation for a period ¢is y,=® x, +¢,.
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(Dl:ll ‘I)I:il (I)I:ml
yll yiyl me Llm Lim Lymm
Y=| : : : :
yl T yi,T ym,T
L — 11 q:il (I)q’ml
— - b= ’ : :
8” il ml
E= : . : ¢lm q;im q;mm
e, e e . d q fo
L 17 i mT _ q)(';ll c;il (I)L:ml
) (O3 )
clm, ciim, c;mm,

Applying the vec(-) operator to both sides of Equation 6, we obtain
the second companion form:"

y=x¢+¢,

where y=vec(Y) is a (Tmx1) vector of endogenous variables,
x=(I, ®X) is a (Tmxkm) vector of regressors, ¢=vec(®) is a
(kmxl) vector of coefficients, and & =vec(£ ) is a (Tmx1) matrix
of error terms.

Given the model and a proper mapping between the set of ob-
servable variables (Y””) and endogenous variables (Y) provided
above, the next sections describe the procedure to obtain the joint
distribution of (Y,d)‘Y"”) by means of a Monte Carlo simulation.

3.2.1 Computing the Likelihood Function
Assumingthat ¢ ~ Ny, (0,2, ), for £, =(£, ®I-), the likelihood func-
tionis

1 1 .
p(ylo.z,)=[272, | 2 exp[—g(y—xsﬁ) Zgl(y—mﬁ)}-

" See the Annex for some results on matrix algebra and the vec(-) op-
erator.
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Let ¢,y and X, denote the maximum likelihood estimator of ¢
and its covariance matrix:

b = (L, ®(XX)" X )y T, =(3, ®(XX) ).

Usingthe definitionsof xand X, note thatthe likelihood function
can be written'? as follows:

(T—k-m—-1)+m+1

B sbbs)=pl Tl el -Jo(As)
X|Ze|% exp(—%((p ~ 1 )' S (= ))’
where

9] D, =(XX)'XY; A, =(Y-XO,,) (Y-XO,,)

3.2.2 Joint Prior and Posterior

Given the form of the likelihood function, we consider that a natural
conjugate joint prior distribution for (¢,%, ) is a generalization of what
Gelman et al. (2003) call the normal-inverse-Wishart distribution.
Thus, the joint prior distribution is specified according to the follow-
ing hierarchical structure:

ExW,;l(éo,Aal); (¢|Ze)~Nkm(¢0’20); Z0— ! (2 ®Ik)

where §,>(m+1) is the degrees of freedom of the inverse-Wis-
hart distribution (which can be understood as the prior sample
size for %,), EX, =A, /(8, —m—1) is the prior estimate for %,,0,,
is a scale parameter for the conditional normal distribution (which
can be understood as the prior sample size for ¢), ¢, is the prior
estimate for ¢, and I, isa (kxk) diagonal matrix whose diagonal
terms satisfy I, €(0,1],and R e {1,....k}.

2 See the Annex for more details.
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Note that the identity matrix /, is a particular case of fk. Moreover,
this definition allows for using a Minnesota-type prior (see, forexample,
Doanetal., 1984, and Litterman, 1986, for the original Minnesota prior).

It implies that the joint prior probability density function (PDF)

p(#.2,)=p(Ze)p(4[Z,) is proportional to:

(8p+m+1)

10, p(9.2) e[z, 2 exp(—étr(Aozel))

1
x[27%y[ 2 exp[—%(¢—¢0 ) =o' (6 - )}.

Therefore, the joint posterior PDF p(4.2,|y) = p(¢.Z, ) p(y]¢.2. )
is proportional to:®

(B +T+m+1) 1 _
m p(¢,29|y)oc|23| 2 exp{—§tr[(A0 + A +AT)221]}

«fonz, 2 exp{—§(¢—¢7~ ) =7 (¢—¢7~)},

where

7 (5! +z;}l)=(2;1 ® (ol +x'x))

¢r=Zp (261‘150 +Z i )
O, =vec! (¢T)
=(o0li"! +X’X)_1 (o0di" )y + (o0l +X’X)_1 (X'X)o,,

Ap =@ (ool )@ + @y (X'X) D, — @ (0] + XX ) @,
This meansthatthe joint posterior distribution of (¢,Ee |y) is speci-
fied according to the following hierarchical structure:

8 Details are shown in the Annex.
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(2 ly)~ 1" (80 + (A + R+ A ) s (0

Ze,Y) ~ Niw (¢T’ZT)'

3.2.3 Specifying the Joint Prior Distribution

As for the joint prior distribution, we propose the following variation
of the Minnesota prior:

lif {=1and i=j

0 otherwise

)

12 Doy :{

(506 :O

mxm,

R (harmonic decay) or
- . if 1<&<(k-m,)
Tag =118 ( geometric decay) ’

1 otherwise

Wherefizint(%j+l, a>0, Refl,.. k}, Ze{l,...,q}, ie{l,...,m},
je{l...,m}, and m, €{1,...,m }, and again k=mgq+m,.
Ao

Forconsistency, weassumethat EX, =%, where EX, = ————
— (g —m—1)

and I, = . This assumption implies that

A
(T-1)
13| AO:(5O_m_1)1_\

(-1

A diffuse prior, if chosen, requires low levels for §, >(m+l)
and o, >0. Inthe limiting case §, > (m+1) and o, — 0 the poste-
rior distribution implies the maximum likelihood estimators:*

“1f 6,=0 and 8,=(m+1), we conclude that @, =®_, (or ¢, =¢.,),
Ar=Ay=2,'=0, and ;=% .
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(=, |y)~w—1(m+1+T,(xj)'l); (#[Z2y) ~ N (=) for which

o :EZe:%, ol E(ze®(x'x)‘1), ¢m15(1m®(x’x)flx')y’ and
A, =(Y-X@,) (Y-XD,).
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Jmwam Properties of
Mixed-frequency
VAR: Simulations






is when the researcher has available an information set with re-

gularly spaced information in a complete panel. As an example,
one might be interested in estimating a model with inflation and inter-
estrates (usually measured at a monthly frequency) and output (from
the National Accounts at a quarterly frequency). Instead of aggrega-
ting information on inflation and interest rates to quarterly frequency,
in order to match output data, our framework allows joint estimation
of the model.

Forthe first exercise, assume that the dataset has four-time series
coveringasample 7°of 200 periods at a monthly frequency. In this ex-
ercise, N < 4 artificial series will have equally distributed gaps along
the time series (N will change with simulations). The VAR model will ob-
tain estimates of the missing observations and compare with the true
value of artificial dataset initially simulated. Time series for the exer-
cise are simulated from the following VAR at monthly frequency:

The most common framework for mixed frequency estimation

Y, =AY, , +Se,,
where
0.900 0.010 -0.020 0.050 0.01 0.00 0.00 0.00
0.000 0.900 -0.113 -0.010 S 0.00 0.01 0.00 0.00
1 0.000 0.195 0.800 0.000 “10.00 0.00 0.01 0.00
-0.269 0.000 0.000 0.700 0.00 0.00 0.00 0.01
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Values on matrix A were selected in order to ensure the same
long-run variance for each observed variable in vector Y,, given
the lack of contemporaneous conditional correlation given by matrix
S. Alternative values for matrix S were tested, imposing some corre-
lation across observed variables. Results were qualitatively similar.

Table 1 shows the median of the RMSE across 1,000 simulated time
series, measured as a proportion of the unconditional standard devia-
tion of the series in the true VAR. A total of six simulations are shown
in each line. First, each group of two columns computes the RMSE
using the mean, the median and the mode of the simulations in the
Gibbs sampling as the forecast for the missing observation. Foreach
group of columns, two simulations try to disentangle the uncertainty
from parameter estimation in the VAR when simulating the missing
observations: the columns labeled True values reportthe RMSE of the
estimated VAR against the true values of the missing observations;
the columns labeled True VAR use the true values of parameters de-
scribingthe VAR to simulate the missing observation. Table 1 also split
the analysis in terms of number of observed time series with missing
values in the VAR (N) and the frequency of missing observations (Q,
S, and Y for information in each quarter, semester and year, respec-
tively), while keeping the sample size, T'= 200, fixed.

Table 1 shows threeinteresting results. First, as expected, the RMSE
of simulated time series of the mixed-frequency VAR does depend
on the frequency of missing observations. For all exercises shown
in the table, changing the frequency of missing informations from
quarterly to yearly data increased the RMSE of the simulations, irre-
spective of the statistic summarizing the forecast of missing values.
Despite a huge increase in the RMSE when using the mode of simula-
tions in the Gibbs sampling with yearly information in three time se-
ries of the VAR, all simulations showed similar variations in the RMSE
when changing the frequency of missing information in the model.

Second, also expected, the RMSE of simulated time series does de-
pendonthe number of time series with missing observationsinthe VAR.
While this result does not look significant when information is avail-
able at a quarterly frequency, simulations with semiannual and, es-
pecially, annual data show that increasing the number of time series
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Table 1
MEDIAN RMSE AND SIMULATION OF MISSING VALUES

RMSE - mean RMSE - median RMSE - mode
True True True True True True
values VAR values VAR values VAR
T=200;N =1
F=Q 0.4181 0.1074 0.4182 0.1068 0.4531 0.2073
F=S8 0.6592 0.4186 0.6572 0.4137 0.7966 0.6155
F=Y 0.9520 0.7655 0.9461 0.7592 1.1432 0.9899
T=200;N =2
F=Q 0.4143 0.0976 0.4143 0.0972 0.4414 0.1813
F=S8 0.6706 0.4357 0.6634 0.4264 0.8381 0.6622
=Y 1.1254 0.9445 1.0264 0.8336 1.8651 1.7677
T=200;N =3
F=Q 0.4301 0.0912 0.4293 0.0904 0.4555 0.1718
F=S8 0.6677 0.3866 0.6630 0.3788 0.8505 0.6517
F=Y 1.6257 1.4690 1.1518 0.9336 6.6475 6.6008
Table 2
MEDIAN RMSE AND SIMULATION OF MISSING VALUES, T=400
RMSE - mean RMSE - median RMSE - mode
True True True True True True
values VAR values VAR values VAR
T=400; N = 1
F=Q 0.4119 0.0817 0.4120 0.0819 0.4366 0.1616
F=S8 0.6107 0.3431 0.6100 0.3424 0.6915 0.4753
F=Y 0.8119 0.5677 0.8081 0.5619 0.9963 0.8011
T=400;N =2
F=Q 0.4103 0.0750 0.4103 0.0750 0.4245 0.1343
F=S 0.6083 0.3340 0.6067 0.3324 0.6802 0.4543
F=Y 0.8692 0.6334 0.8516 0.6090 1.1470 0.9759
T=400;N = 3
F=Q 0.4185 0.0616 0.4184 0.0615 0.4310 0.1231
F=S8 0.6144 0.3049 0.6140 0.3049 0.6870 0.4327
F=Y 1.0238 0.7834 0.9577 0.6968 1.7854 1.6559
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with missing observations increases the RMSE of simulations, hurt-
ing the performance of the algorithm.

Finally, there is a significant gainin knowing the true values of pa-
rameters in the system, meaning that estimation problems should
be carefully addressed in empirical applications. Comparing results
from columns labeled True values with those using the true set of
parameters of the VAR, labeled True VAR, the gains in terms of RMSE
in knowing exactly the parameters of the model are significant, ir-
respective of the statistic summarizing the simulations in the Gibbs
sampler and the frequency of missing information.

Table 2 considers the case where the sample available, T, atthe
monthly frequency is twice the size of the benchmark exercise.
Results show that the performance of the VAR with missing data
at quarterly frequency does not show significant improvement, un-
less all parameters of the system of equations are known. The ra-
tio between the RMSE and the volatility of the simulated time series
remains almost the same in both exercises with missing values ata
quarterly frequency. On the other hand, simulations with observ-
able variables in each semester or in each year show a significant
improvement, even considering the uncertainty related to param-
eter estimation of the VAR.
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n this section, two exercises show the ability of MF-VAR to simulate

time series of economic indicators that might be useful for econo-

mic analysis. The two exercises explore some of the properties
discussed in the previous section, while also showing the flexibility
of the procedure when describing the datasets. The first exercise
provides estimates of time series of real GDP for Brazil at a monthly
frequency, using a large set of observable variables to build an in-
dicator of economic activity at a higher frequency. In this exercise,
estimates show the consequences of properly specifying the trans-
formation matrix A, in empirical applications.

The second exercise tries to retrieve information from a large
set of observable variables to build a time series for monthly unem-
ployment rates based on the latest release of the unemployment
survey for Brazil-the so-called “Pesquisa Nacional por Amostra
de Domicilios Continua” (Continuous National Household Sample
Survey, PNAD-C)—-. The first results of this survey cover the period
between March 2012 and March 2015. Using a set of MF-VAR models
with different observable variables, including information froman an-
nual version of PNAD, the section explores the ability of the models
to generate consistent estimates of unemployment rate if missing
data are irregularly spaced.
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5.1 Estimating Real GDP at a Monthly Frequency

One interesting application of mixed-frequency VARs (MF-VARS) is to
build high-frequency estimations of real gross domestic product us-
ing indicators of economic activity. Here, we use a group of economic
indicators to build five-variable MF-VARs and analyze the properties
of the combination of the forecasts of these MF-VARs. These indica-
torsinclude total industrial production, industrial production of capital
goods, retail sales, total exports, total imports, energy consump-
tion, energy consumption of manufacturing industry, the ratio of the
trade balance overthe trade flow, oil production and steel production.
Alltheseindicators are available at a monthly frequency. The MF-VARs
include seasonal dummies and change the assumption about deter-
ministic trends between no trend, linear trend or a quadratic trend.
In empirical applications of the MF-VAR, it is important to properly
characterize the setup of matrix A, in Equation 2, relating observable
variables at high- and low-frequency. Figure 1 below shows the sim-
ulated path from one of the MF-VARs' for the quarterly growth rates
of high-frequency estimates of (log-) real GDP'® undertwo assumptions
formatrix A, : the greenline assumes a simple setup, where observed
real GDP is directly correlated with high-frequency observation in the
lastmonth of the quarter; the orange line sets a proper framework, with
observedreal GDP as the sum of simulated real GDP in the three months
of the quarter. The brown line shows an indicator of high-frequency
estimates of real GDP calculated by the Banco Central do Brasil-the
so-called IBC-BR. Itis clearfrom the figure that a proper setup of matrix
A, allows a closer match between the simulated path of the MF-VAR
and the estimates provided by IBC-BR, as the real GDP in levels tends

' The MF-VAR has three lags, and includes, besides the log of GDP
at quarterly frequency, seasonal factors, and a linear trend, the log
of production of capital goods, retail sales, exports, and energy con-
sumption.

6 Data on real GDP used in this exercise was published by IBGE in the
end of May 2015, with first vintage of data for the first quarter of 2015.
This exercise does not handle with real time forecasting, as a meth-
odological change in GDP computation prevents a clear comparison
between recent and previous vintages of data.
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Figure 1

QUARTELY GDP CHANGE IN HIGH-FREQUENCY
June-2000 to March-2015
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to systematically overestimate seasonal movements early in every
year, while also missing the location of peaks in the middle of each
year. The setup with real GDP as a quarterly mean provides a better
match with IBC-BR at both these points.

Forthe exercise, acombined forecast of MF-VARs is compared with
the forecasts of a simple AR(1) process for the growth rate of (log-)
real GDP with seasonal dummies and a set of Bayesian VARs at the
quarterly frequency with the same observables used in MF-VARs.
The main objective of using Bayesian VARs to compare with MF-
VARSs is to measure the effect of using high-frequency information
to build forecasts, instead of simply aggregating information at lower
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Table 3
FORECASTING GDP WITH MF-VAR: RMSE, DECEMBER 2010 TO MARCH 2015

RMSE Relative RMSE
Observations MF -VAR VAR AR (1) VAR AR (1)

t=0 18 0.0083 0.0200 0.0109 2.40 1.31
t=1 17 0.0170 0.0298 0.0157 1.76 0.92
t=2 16 0.0256  0.0291 0.0189 1.08 0.74
t=3 15 0.0298 0.0291 0.0256 0.98 0.86
t=4 14 0.0341 0.0415  0.0277 1.22 0.81

frequencies. The comparison with an AR(1) process provides abench-
mark in terms of forecasting ability of the MF-VAR. The MF-VARs are arbi-
trarily set with three lags, in orderto properly characterize the dynamics
between monthly and quarterly frequency data. Bayesian VARs at a
quarterly frequency, on the other hand, due to the small sample size,
are estimated with only one lag.

Table 3 compares the outcome of forecasts in the three models.
Inthe table, t=0 shows the properties of the so-called nowcasting inthe
MF-VAR, which is the forecast for real GDP at a given time t, given that
allinformation for other variables, except GDP, is available for forecast-
ing. Itis worth noting that the additional information building the now-
cast affects only forecasts from the MF-VARs and the Bayesian VARS;
for the AR(1) process, the nowcasting is equivalent to a one-step-
ahead forecast.

Table 3 shows the gains of using high-frequency information, instead
of aggregating data to lower frequencies. The performance of the MF-
VAR is, in a worst-case scenario, similar to the Bayesian VAR, when
forecasting three quarters ahead. In all other horizons considered,
the performance of the MF-VAR clearly dominates the Bayesian VAR.
However, despite providing good performance in terms of nowcasting,
both the MF-VAR and the Bayesian VAR are not better than a univariate
system estimated at a quarterly frequency. The main advantage of us-
ing the MF-VAR, thus, seems to be associated with the ability to use
high-frequency information to make inference about the current period.
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5.2 Estimating the Unemployment Rate
with Irregularly Spaced Data

One of the possible uses of MF-VARs is in the simulation of missing in-
formation in the time series of a variable when there are other proxy
variables to approximate the dynamics of the variable with missing
information. Here, we present a set of MF-VARs designed to estimate
the missing values of the unemployment rate in Brazil measured by the
PNAD-C, a survey of the Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(Brazilian Institute of Geography and Statistics, IBGE). This survey shows
estimates of the unemployment rate in the previous quarter ata month-
ly frequency, covering almost four times the total population surveyed
in the old survey conducted by IBGE (Pesquisa Mensal de Emprego
—Monthly Employment Survey—, PME). There is also an annual sur-
vey from IBGE, called “Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios”
(National Household Sample Survey, PNAD), where information on em-
ployment s also collected, with similar coverage compared to PNAD-C.
Information on employment status in Brazil is very irregular. However,
giventherole of labor markets for economic analysis, generating atime
series of unemployment based on PNAD-C constitutes a valuable piece
of information. Table 4 summarizes the main characteristics of four sur-
veys on employment for Brazil.

Table 4
UNEMPLYMENT SURVEYS IN BRAZIL
PME (IBGE)  PED (DIEESE) PNAD (IBGE) PNAD-C (IBGE)

Frequency Monthly Monthly Annual Monthly’
Coverage Six metro Four metro Brazil Brazil
areas areas
Population 0.25 0.15 1.00 1.00
ratio (2012)
Time span 1999MO05- 1999MO05- 1999-2013 2012M03-
2015M03 2015M03 2015M03
Observation  Major review Restricted to Missing Information
in 2001 same metro censitary about last
areas years (2000 quarter
and 2010)

" Information refers to the moving average of the quarter finished at a given month.
Sources: IBGE and DIEESE (Departamento Intersindical de Estatistica e Estudos
Socioecondmicos)
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In orderto simulate time series forunemployment in Brazil based
on PNAD-C, we first assume that unemployment rates from PNAD-C
and PNAD differ only by a multiplicative factor,'” which is retrieved
by considering the only month for which we have observations from
both series, thatis, September2012.® After that, we adjust the level
of PNAD annual observations and merge them with PNAD-C month-
ly observations. Given a linear relation between the overlapping
information between PNAD and PNAD-C, we set at least one point
of data for the period between 1999 and 2011-the period before
PNAD-C results was published—. Afterthat, a set of four-variable MF-
VARs was estimated using information from PME and PED surveys,
with measures of unemployment and participation rates, Cadastro
Geral de Empregados e Desempregados (general record of em-
ployees and unemployees, CAGED) data of formal employment
and Confederacao Nacional da Industria (national confederation
ofindustry, CNI) data on employmentinthe manufacturing sector. MF-
VARs included seasonal dummies and were estimated with and with-
outdeterministic linearand quadratic trends. Estimations including
alarger number of observable variables were not performed due to
the small sample size combined with larger gaps in the information
from PNAD-C. Also, interms of restriction to variable selectionin the
VARS, at least one of the unemployment time series was included
in the estimation, together with PNAD-C data. A total of 36 models
were used to simulate the time series of unemployment.

Final estimates based on the mean and the median forthe time se-
ries of PNAD-C are shown in Figure 2, together with confidence bands
based on the distribution of simulations across models. As expected,
confidence bands are larger when the gap between information avail-
able at PNAD-Cis also larger. Also as expected, confidence bandsin-
crease duringturning points of the simulated time series. Of course,
as the analysis in Section 4 suggests, as more data for PNAD-C be-
come available, it should be possible to obtain better estimates of the

7 Results do not change much when we assume an additive factor
instead.

8 Figures from PNAD evaluate employment situation on the last day of
September in each year.
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dynamics of the time series during these turning points. As a con-
sequence, we expectthese confidence intervals to become smaller
withthe increase inthe amount of information from PNAD-C. We have
also run an in-sample forecasting exercise over the last year of the
sample, in orderto set weights across differentmodels based onthe
mean square error of the models. The final time series for unemploy-
ment generated from this exercise, not shown in Figure 2, is very
close to the median of the simulations across models.

The simulated time series follows a close path when compared
to the actual time series of PME and PED surveys. The main differ-
ence between these two surveys and the simulated path of PNAD-C
presented here is related to the gap between the minimum and the
maximum of each time series: While PME and PED, on average,
showed unemployment rates above 12% in the period between
1999 and 2004—even reaching 19% in one of the measures provided
in PED—, the average of PNAD-C inthe sampleis setat 10.5%. On the
other hand, forthe late part of the sample, while PME reached histori-
callowsin December2013 and December 2014 of 4.3%, the minimum
of PNAD-C—which, inthe sample, is an observable, nota simulation—
was foundin December2013, at 6.2%. The main reason for this dis-
crepancy is the use of annual information from PNAD for the period
between 1999 and 2011: without the support of such information,
simulated paths of PNAD-C would be closer to the mean between
PME and PED for the early part of the sample.
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Figure 2
SIMULATED TIME SERIES: PNAD-C
May-1999 to April-2015
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his study presented a new efficient algorithm to draw an in-

ference from the joint distribution of a dataset with missing

information. The algorithm presented here is flexible enough
toaccommodate most of the issues faced when dealing with irregu-
larly spaced datasets. It also allows for easy setup of linear restric-
tionsin observable variables, irrespective of the presence of missing
information in those time series. From this perspective, the imple-
mentation of the model uses most of the findings in early literature
on the subject, generalizing some results and applications for the
framework of mixed-frequency estimation of VAR models.

Both the analysis with simulated and real datasets show the flex-
ibility of the framework to properly handle datasets with an usual
size observed in the real world’s applications. Despite results with
simulated data suggest that some careful analysis of the conver-
gence of the Gibbs sampler is necessary to ensure that simulated
time series are being drawn from appropriate parameter values,
the small volatility of simulations shows that the algorithm is a very
useful tool to handle problems associated with missing information
in large datasets.

In terms of the empirical applications with real data, the main
results show the importance of using high-frequency information
to make inference on a macroeconomic dataset with missing val-
ues. The applications show the advantage of using high-frequency
information in two different contexts: first, in terms of forecasting,
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MF-VARs using the framework proposed here had a better perfor-
mance than traditional Bayesian MF-VARs estimated using data
atlower frequencies; second, the algorithm proposed here estimat-
ed past trajectories of variables with missing information combin-
ing a large set of information, generating simulations with relatively
small dispersion around its mean.
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Annex A. Some Results

Matrix Algebra

Recall that, for any matrices A,,,, B,,,, and C,,, the vec(-) opera-
tor satisfies the following properties:

(r(A'B) = (vec( B)) vec( 4) = (wec( 4)) vec( B)
vec(ABC)=(C'® A)vec(B)
vec(ABC)=vec(AB-C-1,))=(I, ® AB)vec(C)
vec(ABC)=vec(I, - A-BC)=(C'B'®I, Jvec(A)
vec(AB)=vec(A-B-1,))=(I,, ® A)vec(B)

vec(AB)=vec(I,-A-B)=(B'®I, )vec(A)

Recallthat, forany matrices A, B, C, and D, the Kronecker product
satisfies (when it makes sense) the following properties:

(A®B)(C®D)=(AC®BD)

(A®B)" =(A‘1 ®B‘1)
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tr(A ®B) = tr(A)-tr(B)
(A®B) =(A'®B)

|A® B|=|A'|B[" if Ais (kxk), and Bis (¢x ).

Maximum Likelihood Estimator—Multivariate Gaussian Distribution

1 YT 1 -1
The estimator comes from O:—[Z?x} {2;2 (y—xqﬁml)} which implies:

1 1

[(ze ® IT)_% (1,® X)], {(ze ®I) 2(1,® x)j]_l [(ze ®I)2(1,® X)}I ((Ze ® IT)_% yJ

- 7 [z;; ®1 |(1,®X) | [z,fé ® ITJ(I,” ® X)]]l [[Z;; ® L,J(Im ® X)J' [[z; ’g ITJY]
= z;é ® XJ z;% ®X [ze; @xJ, [[z; ® IT)yJ

r -1
1 1 1 1
5,2 ®X’J 220X (262 ®X'J[ze2 ®1ij

= (=" ®x'x)_1 (z'ox)y =(ze ®(x'x)” )(2;1 ®X')y= (Im ®(x'x)" X')y.

Rewriting the likelihood function
Note that:

1
p(yl.z,) =27z | 2 eXP[—é(y—xqﬁ)' z; (y—xqb)}

1 1 ! 1
=|27T28|_§exp —%lZﬁ(y—xqﬁ)} l:ZgQ(y—xqﬁ)} .
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And hence, replacing (¢, +¢—¢,,) for ¢, we obtain:
1 =t [ 1 T _L
=) s x)| [zx%](y—um@x)qs)} [[zﬁwrj(y—(zm@xw)}
g _1 1 T -1 1
[Zﬁ ®1ij—[2€2 ®xj¢} Kze? ®1T]y—[zﬁ ®Xj¢}
- _1 _1 T 1 1
[Zz 2 ®I'1‘]y_[zr:2 ®Xj¢ml:| I:[Zr:2 ®I'l‘]y_(ze 2 ®XJ¢ml:|+

_1 (1
+(¢_¢ml), [ZeQ ®XJ [Ze 2 ®Xj(¢_¢ml)_2(¢_¢ml), e

where
1=z 2®XJ Hz ®1,J [2 2®XJ¢m,1
-z 2®XM z ®1,] [2 ®xJ(1m®(x'x)lx')}y
:_ (z lOX'X(X'X) lX'ﬂy
-[(=" ®x’)-(z;l ®X')|y=o0.
Therefore

B -1 1 ' -1 1 1 (-1 '
p(Y‘¢’28)_‘2ﬂze‘ QCXPI:_E(Y_X¢m1) (2e®IT) (y_x¢n11)_§(¢_¢ml) (ze ®XX)(¢_¢ml)]’

where

(¥ =% ) (2, ®17) " (y =Xyt ) = (vee(Y - X0, )) (2 © I Jvec(Y - X,
= (vec(Y = XDy )) vee(I; (Y- X)) %, )

= tr[(Y—Xd)ml) (Y-X,, )Z;IJ.

Note also that
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vec(®, )= g = (Im ®(x'x)" x’)y - (Im ®(x'x)" X’)vec(Y) —vec ((x’x)‘l X’Y),

vec(X®,,) =Xy = (I, ®X)(Im ®(X'X)" X')y - (Im OX(X'X)" x’)y
(1, @X(XX) " X Joee(¥) = vec (X (X'X) " XY,

Joint posterior PDF of the Bayesian VAR. We need to compute the fol-
lowing summation terms:

S1=(0-d) =5 (600 )+ (&~ but) Zabt (=)
=(9-0r) =7 (0= 91 )+ 05500 + S Zatibn — 757 01
Sy =800 o + B Zanihos ~ $1 27 91
=vec(®, ) (2! @1, Juec( @y)+
+vec( D) (2, © (X'X) )vec( @) —vee (@) (2, © (0, + X'X) Jvec( D)
=vec(®, ) vec((op1, ) @y, )+
oec(D,) vee((X'X) D,y 5; " ) —vee( D7 ) vee( (o], + X' X) 0,5

=l (0 (001, ) @) + ¥,

ml

(X'X) @~ @ (0T, +X'X) 0, )5 [=0r[ A2,
where

37 =(20" + 20 ) =2 © (oL, +X'X),

¢r=Zr (261% + 2 G )

_ (Im ®(ool, +X'X) " (0], ))¢0 i (Im ® (ool +X'X) " (X'X))qu] ,

@, =vec (¢r) = (00T +X'X) " (0], )@y + (00, + X'X) | (X'X) D,
Ay =@ (0,1, ) @)+Pp, (X'X) B, ~P (0 1, + X'X )Py

Deriving the expression for &, goes as follows:
vec(CDT) = (Im ®(Goik +X'X)7l (Goik ))vec((IJO)+(Im ®(Gofk +X'X)71 (X'X))vec((IJml)

= vec((crofk +X'X) " (o, ) B+ (00T, + X'X) (X'X)CIDml).
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Note also that

b0 =20 (20 + Zabdr) = (25 + Zah ) (2000 + Skt

= (o0 (=" ®i,;1)+(2*1 ®(x’x)))_1 (o0 (=" @I gy + (=" ®(X'X) ) )
(= ® (ool + )))_l (= ®ooly " )go +(20! ®©(X'X)) g, )
(z (ool +( xx) )((z;l®aoi,;l)¢0+(z;1®(x’x))¢ml)
(

1, ®(cyf;' +X'X) (ooi,;l))¢0+(1m®(a0i,;1+x’x)_l(x'x))¢ml.

m

Annex B. Proofs

Proposition 1
The Markov structure of the evolution equation of any DLM implies

Pr(Z;|Dy ) =Pr(z; [Dy )Pr(zr |2 Dy ). .Pr(zl 20,1y )

Proof
Note that Pr(Z,|D; ) can be expanded as follows:
Pr(Z;|Dy)=Pr(zp.Zr 1 |Dy) = Pr(zy Dy )Pr(Zyy |27, Dy )
Pr(z, |D, )Pr(zl 1.2y 2|z1 D,)
Pr(zT |DT)Pr(zT 127, DT)Pr(ZT oler_1,27, DT)
Pr(ZTIDT)Pr(ZT ilers DT)Pr(ZT 0. Zr_gler 1.2y, DT)
Pr( |DT) Pr(zT_2 |zT_1,zT,DT)Pr(ZT_3 zT_2,zT_1,zT,DT)

Peler o -ar)

—Pr(z[D; )Pr(zT,1

25 (7-1) Dy )Pr (zT,Q 2> (1-2) Dy ) ..Pr (zl 251, Dr )

ob

Letnow y?_ = [y,“ 37 J and z,: =[z:,1,2; | denotethe sets of all observable
and state variables for periods between 7 +1 up to 7. Recall that the obser-
vation equation implies that, conditional on z, y” does not depend on past
values of the state variable. As shown below, the Markovian property copped
with this fact implies let us show that
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Pr(szj z>7— Dy ) = Pr(szj |zT7]-+1,DT7]» ) Indeed:

Pr(zT,j-

— ob
2>T—j Dy ) = Pr(ZT—j 2i>T—js Ji>T—j ,,DTfj)

2>T—j ’DT—j )

%7 Drj)

ob
Pr(zT_j,ypT_j

Pr(Y?ﬁT—j

’

ob
Pr(yt>T—j |ZT—]"Zt>T—j’DT—j)Pr(ZT—j Zt>T—j’DT—j)

Pr(y;;bT—j

2>T—j ’DT—j )

Due to observed
equation

Zz>T—j»DT—j )

Z>T—j ’,DT—;‘ )

- Pr(ytafT—j |Zt>T—.i Dr_; )Pr (ZT‘j
Pr( Yo j

=Pr

ZL>T ]’DT ])

(=r-
= Pr|

"U

I\ % —]|Z1 ]+1’Zt>1—]+1’D1 ])

Pr(zl ]’Zt>1 ]+1|Z1 ]+1’D1—])
Pr (Zt>T7j+1|ZT—j+l’,DT7j)
Pr(zor o |or . Drj JPr(zrler 0.Dr )

Pr(zz>T—j+] |ZT—]‘+1 ’DT—]’)

Markovian
property

27— 41 ’DT—]‘ )Pr(ZT—j ‘ZT—]'H ’DT—]‘ )

zr-js1.Dr; )

Pr(zt>T—j+l

Pr(Zt>T—j+l

e Pr(ZT_]' ‘ZT_]'+1 ’DT—j )
Using our previous result, we conclude that

Pr(Zy [Dy) =Pr(z; [Dy )Pr(zpy [z, Dy ). Pr(2 |2, D) ).
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Proposition 2
The conditional density of (yt_q+1 |Z¢+1,D;) is proportional to

Pr(yt—qul |Zt+1 D, ) oc Pr(EHl %315 Y-q11: D )Pr(yt—qﬂ |£t+1 D, )

Proof

Pr(yt—q+l |Zt+1 D, ) = Pr(yt—q+1 |yt+1 2,1, )

B % ’yt—q+177)z‘) Pr (yt—q+1 |£t D )
Pr()’Hl |Zt’Dt ) Pr()’Hl |Zt’Dt )

- Pr(ylﬂ’yl*qﬂ 2 ’Dt) Pr(ym

Conditioning
first term Pr(ym 811

I ne
also on fin Pr Yes12%5 Vi q+l> D,

5y, q+1> D, Pr(yt q+1|zt
Pr yz+1|zz

€11

2 Yi—q+1:D, )Pr(yt —q+1 |Zt )
Pr( i1 |Zt )

)
)
Zt’yt—q+1’57z+l ) Pr(et+l
Pr )

(@
Pr(ym
(@

Yes1>%5 Yi—gs1,D

t+1

Conditioned

Oﬁ ét+1’ the — Pr(yHl |Zt7ét+1”D;) Pr(éHl Zlylfqﬂ 7Dz )Pr<y,,q+1 |Zl,’D[)
Z;S;stenfgz Pr(EH] |yt+1 2Dy ) Pr(yHl |%.D, )

depend on

yt—([+1

Since terms Pr(y,,[%.7.41,D, ), Pr(Z.1[y.1.%.D,) and Pr(y,.,|%.D,) are not
functions of y,_,,;, they are constants with respectto Pr yl,q+1|z[+1,Dl
Therefore, we obtain:

(yt —q+1 |Zt+1 )OcPr(eHl 2415 Vi —q+1> D, )Pr(% q+1|Zt+1 D, )
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